EXERCICES
Intégrales

Mots clés : géométrie, primitives (calcul simple), propriétés de l'intégrale, IPE aire entre deux courbes,
valeur moyenne, suites d'intégrales

Exercice 1.

Calculer
On considere la fonction r définie sur R par :

1
r(x)=—-x+4.
(x) 2

Déterminer, en unité d’aire du repere, I'aire de la partie du plan comprise entre la courbe représentative
de la fonction r, I'axe des abscisses et les droites d’équations x = -2 et x = 2.
géométrie

Exercice 1.

La fonction r est continue et positive sur [-2;2] car

1 1
—25x523—155x51:355x+455.

2
Donc f r(x) dx est I'aire, en unité d’aire du repere, du domaine délimité par la courbe de r, I'axe des

-2
abscisses et les droites d’équations x = —2 et x = 2. Soit,

2 - —_— —
f r(x)dx:(r(ZHr( 2)2)><(2 ( 2)):(5+2)x4:16
2

Laire cherchée vaut donc 16 u.a.

P
/

~

. ’

Exercice 2.

La courbe d’'une fonction f, définie sur l'intervalle [0;5], est représentée ci-dessous dans un repere or-
thonormé.

y

A

~
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5
Calculer f fu)du.
0

géométrie

Exercice 2.

La fonction f est une fonction continue et positive sur [0;5].
5

Donc f f(u)du est I'aire, en unité d’aire du repere, du domaine délimité par la courbe de f, I'axe des

0
abscisses et les droites d’équations x = 0 et x = 5. Pour calculer cette aire, on la décompose en deux :

5 1 5
f f(u)du:f f(u)du+f f(u)du
0 0 1

1x(1+4) 4x4 5 21
= + =—+8=—.
2 2 2 2

Exercice 3.

Calculer les intégrales suivantes.

43
1. I:f —dx
1

X
2
2. ]:[ (—4t*+1) dt
0

1
3. K:f (1+s)%ds
-1

1
4. L:fze”dy
0

primitives (calcul simple)

Exercice 3.

3
1. Soit f(x) = — définie sur [1;4]. La fonction F définie par F(x) = 3In(x) est une primitive de f sur
[1;4].

=

4
1 :f %dx = [31n(x)]‘1L =3In(4) —-3In(1) =3In(4).
1

4
2. Soit f(t) = —4t* + 1 définie sur [0;2]. La fonction F définie par F(f) = -3 13+ t est une primitive de
f sur [0;2].

2 26

: 2 4 3 4 3 4 3
]:f (-4r°+1) dt = [——t +1] =—=x2 +2—(——><0 +O):——,

0

1
3. Soit f(s) = (1 + s)? définie sur [-1;1]. F(s) = 5(1 + )% est une primitive de f sur [-1;1].

1

1 1 8
=—(1+1)*--1-1°=-.
3( ) 3( )

1
K:f (1+5)?ds=
3 3

1
—(1+s)°3
3( )

-1

1 1
4. Soit f(y) = %Y définie sur |0; 1 La fonction F définie par F(y) = Eezy est une primitive de f sur
[ 1}
0;=1.
2
} 1,02 1, 1, 1
L:f eVdy=|-e?| =-el—=e==(e-1)
0 27 |y 2 2 "2

Exercice 4.

Calculer les intégrales suivantes.
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1
dt
\/_
u
u+2

3Kf—dx

. L:ﬁ sin(y)dy

4

[u-—

»

: I:f
e

-~

primitives (calcul simple)

Exercice 4.

k f_dt Vi), =v9-Vi=3-2=1.

2. ]:f —du:[ln(u+2)](5):1n(7)—1n(2)zln(g)_
2

3. K= f_dx_ :1_1:_5
1 4 4

S

. L:f; sin(y)dy = [-cos(y)]2 = —cos(g) +cos(%) = g

4

ENERNIE]

Exercice 5.

Calculer les intégrales suivantes.
2
1. I:f (21 +4r*—51) dt
0

12 2u

du
10 u2-8

2. J=

2
3. K:f 6x(x2+4)" dx
1

4. L:f()23sin(3y+g) dy

Exercice 5.

primitives (calcul simple)

primitives (calcul simple)

2 3 2 1 4 4 3 5 2 2
1. I=| (-2°+4t°-5t)dt=|—-=t"+=-1"—=t¢
0 2 3 2 o
32 22
=-8+—-10=——
3 3
12 2u
2. J= du=[In(u>-8 =1n(136) —1n(92
J=| s [In( )] 15 =1In(136) —In(92)
136 34
=in( ) =1n(35):
92 23
2 3 2 1875
3. K:f 6x(x*+4)3dx=|=(x*+a)* =3072-——
1 4 1 4
10413
==
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z
2

4. L:f()%?)sin(3y+g) dy = [—cos(3y+g)]0

b/
= —cos(2n) +cos(5) =-1.

Exercice 6.
13x+4
On note I I'intégrale f dax.
0o x+1
1. Démontrer que, pour tout x appartenant a I'intervalle [0; 1],
3x+4 1
=3+ .

x+1 x+1

2. En déduire la valeur exacte puis une valeur approchée au dixieme de 1.

primitives (calcul simple)

Exercice 6.
1 B 3(x+1)+1 B 3x+4

x+1  x+1  x+1°

13x+4 ! 1
2. [:f dx:f 3+—dx:[3x+ln(x+1)](1)
0o x+1 0 x+1

1. Pour tout x € [0;1], 3+

=3+1In(2) = 3,7 au dixieme pres.

Exercice 7.

Calculer les intégrales suivantes.

1
1. I:f —3e 3 dx
0

1
2. ]:fzﬂsin(nx) dx
0

-1
3. K:f ——dy
o (I+y)

1
3
4. L:f 156 (£° +2)" drt

-1
primitives (calcul simple)

Exercice 7.
1 1
1. I :f —3e ¥ dx=[e "], =e - 1.
0
% 1 T
2. ]:f wsin(mx)dx = [—cos(nx)]0 = —cos(g) +cos(0) =1.
0

31(—[l L dy=
R STV

1
4. L:f 1564 (5 +2)° dr = E(r5+2)4
-1 _

LS | 1

=——]1=—-

0 2

1

1+y

Exercice 8.

On consideére la surface colorée ci-dessous construite, dans un repére orthonormé, avec la courbe de la
fonction f définie sur [—m; 7] par f(x) = sin(x).

EXERCICES page 4



y
1 1 _L
| | BN
L 2 i
\,,—/ _1 1

Calculer son aire en unité d’aire du repere.

primitives (calcul simple)
Exercice 8.

La fonction f estimpaire donc I'aire, en unité d’aire du repére, est égale a :

T

o = sin(x)dx = 2[

sin(x) dx = 2[—cos(x)]j
- 0

=2(—cos(m) +cos(0)) =4
Exercice 9.

En remarquant que, pour tout réel x strictement positif :

1

xIn(x) B In(x)

S|

3

€ 1
calculer I'intégrale f

e xIn(x)
primitives (calcul simple)
Exercice 9.
1
e 1 el % 5
dx = f dx = [In(In(x
fez I > o (In(In(x))] .

3
=In@3)-In(2) =1In (5)
Exercice 10.

Calculer les intégrales suivantes.
5
—+ 3x) dx

25
"
4 \WVx

3
2. ]:f cos(mx)dx
-2

3. K:f cosl0) 4
7 sin(x)

3

3 1
wi-[La
0 V2t+1

primitives (calcul simple)
Exercice 10.
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25

3
= [10\/}+§x2

3 3
= 10\/25+5 x 252 — (10\/Z+E x 42)

1887
2
2.
[1 . 51 .
J=|—sin(mx) = —(sin(37) — (sin(-2m))) =0
T ) T
3. \/_
z (T A 3
= [ln(sm(x))]% n(sm(g)) —In (sm(g)) =1n(1) _IH(T)
)
=—Iln|—
2
4,
3
L=|v2i+1| =

Exercice 11.

Calculer les intégrales suivantes.
1 —-X
e
1. I= f dx
0o e ¥+1

1 t4
2. J=| ———
J fo(t5+1)3dt

2 1
B 1 1+ x)2

1 3
. L:f x%e* dx
0

Exercice 11.

St
>~

S

primitives (calcul simple)

1.
_ 2
I=[-In(e*+1)] ' ==In(e ' +1 +ln2:1n( )
[~In( o ( )+In(2) pe
2.
I [ ]—1 1 1 +1 1
= —— X — — X
10 (l‘5+1)2 10 (1+1D2 10 (0+1)2
1 1 3
=2
40 10 40
3.
112 1 1 1
= | —-—- =4 - = -
1+x 3 2 6
4, )
1
L=|=e"| ==(e-1)
3 0
Exercice 12.
L 13x+1
On note I I'intégrale f dx.
0o x+1
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1. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout x appartenant a I'intervalle [0;1] :

3x+1 b

+ .
x+1 x+1

2. En déduire la valeur exacte de 1.

primitives (calcul simple)

Exercice 12.

1. Pour tout x # -1,

3x+1 3(x+1)-2 -2
= =3+ ——. On peut donc prendre a=3 et b= —-2.
x+1 x+1 x+1

13x+1 1
2. I= dx =
o x+1 0

Exercice 13.

-2
3+ —) dx = [3x—2In(x+ 1)]§ =3-2In(2).
x+1

On considere la fonction F, définie sur [1;2] par :
X
F(x) :f 2-10In(r)dt.
1

1. Que représente F pour la fonction t— (2 —£)In(#)?
2. Déterminer le sens de variation de F sur [1;2].
3. Déterminer, selon les valeurs de x, le signe de F(x) pour x appartenant a [1;2].

primitives (calcul simple)

Exercice 13.

1. F estla primitive de la fonction ¢ — (2 — 1) In(#) qui s'annule en x = 1.

2. D’ou F dérivable sur [1;2] et pour tout x € [1;2] F'(x) = (2 - x)In(x). Or, sur [1;2], 2—x > 0 et
In(x) > 0 donc F’ est positive sur [1;2] et par suite, F est croissante sur [1;2].

3. F(1) =0et F croissante sur [1;2] donc F est positive sur [1;2].

Exercice 14.

Calculer les intégrales suivantes.

2
3
1. I= —dx
f1 x*

31
2. J= dx
J fo 2x+1

1
3. K:f 1+uwddu
0

1 2
4. L:f ye? *tdy
0

primitives (calcul simple)

Exercice 14.

-11> 1 7
I=|— =——+41=-.
XS 1 8 8
2.
J 1l 2x+1) ’ 11 @)
= |—-In(2x =—1n .
2 0o 2
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1 1 15
K=|-(1+u) =4——=—,
4 0 4
4, .
1 1 1
L=|=eV+! —e’——e=-e(e-1)
2 0 2 2

Exercice 15.

1
1. On a représenté ci-dessous la fonction g définie par g(x) = 0,5x2 + 3 sur [0;2], dans un repere
X

orthonormé.

ATaide du graphique, donner un encadrement de f02 g(x)dx sans calculer I'intégrale et en utilisant
des rectangles.

primitives (calcul simple)

Exercice 15.

1 1 1 3
g(0)+g(§)+g(1)+g( ) f g(x)dx<2(g(—)+g(1)+g(§ +g(2)
1(1 23 3 97 1(23 3 97 11
—(— — —+—) f gx)dx< - ( +—+—= +—)

2\3 56 4 72 56 4 72 5
f () dx < 1483 1483

& 630

Exercice 16.

Sans chercher a la calculer, donner le signe de chaque intégrale suivante.

1 3
1. I:f e dx
0

1
2. ]:f (n()* dt
3

-1
3. K:f uedu

ol

4. L:f cos(t)dt
0

1
5. L:f Q1-x)Vx+1ldx
4

propriétés de lintégrale

Exercice 16.

1. Pour tout x € [0;1], e‘x3 >0,doncI=0.

EXERCICES page 8



3
2. Pour tout x € [1;3], (In(£))* >0 (puissance paire), donc f (n(t)*dt=o0.
1

1 3
Or,]:f (n()*dt = —f (n(t)*dt, d’ot1 J <0.
3 1

3. Pourtout ue[-2;-1],e¥>0et u<0.Donc K <0.

7
4, Pourtout te [0; E]’ cos(t)=0.Donc L=0.

4
5. Pourtoutx€[l;4],(1-x)<0etvx+1>0, doncf 1-x)Vx+1dx<0.
1
1 4
Or,L:f (l—x)\/x+1dx:—f 1-x)Vx+1ldx, douL=0.
4 1

Exercice 17.

xS

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 1 a

2 et la fonction g définie sur R par g(x) =
X

1+x2
1

1. On pose I :f fx)dx.
0

1
Montrer que I} = Eln(Z).

1
2. Soit Ing gx)dx.
0

Calculer I; + I, et en déduire la valeur de I,.

propriétés de lintégrale

Exercice 17.

1
X
1. Il:f de:
o 1+x 0

I x X3 Lx(1+ x?
2. Il+12=f —+ dx=f ¥dx
o 1+x2 14+x2 o 1+x?2

1
:f xdx =
0

1 11(2)
==In(2).
2

1
—In(1 + x?
2n( x°)

1 1
_x2 =
2

1
0o 2

D’Oﬁ, 12 =

In(2) = %(l —-In(2)).

N | —
N =

Exercice 18.

1. Justifier que, pour tout x appartenanta [0;1] :
In(1 + x?) > 0.
2. a. Déterminer le tableau de variation de la fonction g définie sur [0;1] par :
gx)=In(1+ x%) — x%.

b. En déduire le signe de g sur [0;1].

3. Déterminer alors un encadrement de :

1
I:f In(1 + x%) dx.
0
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propriétés de lintégrale

Exercice 18.

1. Pourtout x€[0;1], x*>=0=1+x%2>1=In(1 + x%) = 0 car In est croissante sur R**.
2. a. Lafonction g est définie et dérivable sur [0;1].

2x—2x—-2x3 2x3
— 22X = = — .
1+ x2 1+ x2 1+ x2

g'(x) =

Pour tout x € [0;1], g'(x) < 0 donc g est décroissante sur [0;1]. De plus g(0) = 0 et g(1) =

In(2) - 1.
X 0 1
gl(x) —
0
g -

In(2) -1

b. Du tableau précédent on déduit que pour tout x € [0; 1], g(x) <0.

3. Pour tout x € [0; 1],
In2)-1<gx)<0eIn@) -1<lnd+x*)-x*<0

oInR)-1+x*<In(1+ x%) < x*

1 1 1
:>f (ln(Z)—1+x2) dxsf ln(1+x2)dxsf x*dx
0 0 0

1 .10 ! 1 ]!
= [xIn@) - x+-x° s[ In(1+x*)dx< |=x3
3 0 0 3 0
2 ! ) 1
:ln(Z)——Sf In(1+x%)dx < —.
3 0 3

Exercice 19.

1. Montrer que la fonction f, définie sur R par f(x) = sin(2x), est impaire.

2. Alaide de la calculatrice, conjecturer une périodicité de la fonction, puis valider cette conjecture
par le calcul.

T 31
3. a Compalrerf2 fx)dx etf ’ f(x)dx.
0 b4

0 3n
b. Comparer fx)dx etf ’ f(x)dx.
/A

_I
2

propriétés de lintégrale

Exercice 19.

1. Pour tout x € R, f(—x) = sin(-2x) = —sin(2x) = —f(x). Pour tout x € R, f(—x) = —f(x) donc la
fonction f est impaire.

2. Grace ala calculatrice, on conjecture que f est périodique de période 7. Pour tout x e R, f(x+m) =
sin(2(x + 7)) =sin(2x + 27) = sin(2x) = f(x). La fonction f est donc bien périodique de période 7.

b4 3n . T -
3. a. Onremarque que 0+ 7 = 7 et que > +7= > Or, la fonction f est périodique de période ,

fff(x)dx:fo(x)dx.
0 T

EXERCICES page 10
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0 A
b. La fonction f est impaire donc fx)dx = - f ’ f(x)dx. Or, d’apres la question précé-
0

_I
2

s 3n 0 3
dente,fzf(x)dx:f ’ f(x)dx donc f(x)dx:—f2 f(x)dx.
0 b3 b3

_z
2

Exercice 20.

En utilisant une intégration par parties, calculer :

n
f xsin(x) dx.
0

pp

Exercice 20.

On pose, pour tout x € [0;7], v(x) = x et u'(x) = sin(x). On a donc pour tout x € [0;7], v'(x) = 1 et on
peut choisir u(x) = —cos(x).
u et v sont dérivables sur [0;7] et ©’ et v’ sont continues sur [0;7].

f xsin(x)dx = [—xcos(x)]g—f —cos(x)dx
0 0
=[x cos(x)]g + [sin(x)]]

= —mcos(m) +sin() —sin(0) = 7.

Exercice 21.

En utilisant une intégration par parties, calculer :

1
f xe*dx.
0

rp

Exercice 21.

On pose, pour tout x € [0;1], v(x) = x et u'(x) = e*. On a donc pour tout x € [0;1], V' (x)=1eton peut
choisir u(x) = e”*.
u et v sont dérivables sur [0;1] et ¢’ et v’ sont continues sur [0;1].

1 1
f xexdx:[xex](l)—f e*dx=e—[e*],=e—(e-1)=1.
0 0

Exercice 22.

En utilisant une intégration par parties, calculer :

f xIn(x)dx.
1

144

Exercice 22.

1
On pose, pour tout x € [1;e], v(x) =In(x) et u'(x) = x. On adonc pour tout x € [1;e], V' (x) =—eton peut
X
1
choisir u(x) = zxz.

u et v sont dérivables sur [1;e] et u’ et v’ sont continues sur [1;e].
€ €1 1

- f —x*x —dx
1 1 2 X
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1,
—x“1
2x n(x)

e el
—f—xdx
1 J1 2
2

e 1
= Eln(e) - Eln(l) —

1 e
_xz
4

1

e?+1

4

e e 1
= — — — 4 - =
2 4 4

Exercice 23.

La courbe ci-dessous est celle de la fonction f définie sur R par f(x) = (x — 7) cos(x).

o 1Y L
\ /N
\ / \
\ / \
\ 1 / \
\ [ / \ X
\ N / \
/r ~—_ " \
— 11 / Z \
ya \
\-2| / \
\\ / \
3 \\

. Lo T
1. Justifier que f est négative sur [_E ; 5

2. Calculer, en unité d’aire du repeére, I'aire du domaine coloré a I'aide d'une intégration par parties.
aire

Exercice 23.

T T
1. Sur l'intervalle [_E ; E] la fonction x — cos(x) est positive. Sur le méme intervalle, la fonction

T
x — x —m est négative. Sur 'intervalle [—E ; E] la fonction f: x — (x — ) cos(x) est donc négative.

2. — : (x—n)cos(x)dx:fi (mr — x) cos(x)dx.
-3

B

T 7 T
On pose, pour tout x € [_E ; E]’ v(x) =m—xet u'(x) =cos(x). On a donc pour tout x € [_5 ; E]’
v'(x) = —1 et on peut choisir u(x) = sin(x).

(. T ;o , T
u et v sont dérivables sur [_E ; E] et 1’ et v’ sont continues sur [_5 ; E]

: (m—x)cos(x)dx = [(r — x) sin(x)] %E + fi sin(x) dx
2 —

-z I
2 2

=[(m—Xx) sin(x)]i + [—cos(x)]i
2 2

o= )+ i)

T T n 3n
—cos(—) +cos(——) =—+—=2m.
2 2 2 2

Laire du domaine est donc de 27 u.a.

Exercice 24.

1. Dans un repere orthonormé, représenter le domaine du plan compris entre la courbe représenta-
tive de la fonction f, définie sur R par f(x) = x?, et les droites d’équations y = x, x=0et x = 1.

2. Calculer I'aire de ce domaine en unité d’aire du repere.
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aire entre deux courbes
Exercice 24.

y/\

1
Laire de ce domaine vaut donc 5 u.a.

Exercice 25.

Soient f et g les fonctions définies sur R par :

f(x):xz—x—12 et g(x) =4x-16.

1. Déterminer le signe de f(x) — g(x) selon les valeurs de x.

2. En déduire, en unité d’aire d'un repeére orthonormé, I'aire du domaine délimité par les courbes
représentatives des fonctions f et g et les droites d’équations :

a.x=b5etx=6; b.x=2etx=3.

aire entre deux courbes

Exercice 25.

1. f(x)—g(x)=x*>-x—12—(4x—16) = x> —5x +4.

2 BN 2 . .. 5-3
A=(-5)—-4x1x4=9.A >0, le trindbme x“—5x+4 admet deux racines distinctes dans R, x; = > =1letx;
Comme a =1 > 0, la parabole représentant la fonction f — g est tournée vers le haut. Ainsi,

X —00 1 4 +00
F - + 0 - 0 +
gx)
2. a . . 5
1 5 5 41
f f(x) —g(x)dx:f x> —5x+4dx=|-x*-Zx*+4x| =6- (——) =—,
5 5 3 2 5 6 6
.. . 41
Laire de ce domaine est donc de — u.a.
b. , , s
1 5 3 2 13
f g(x) —f(x)dx:f —x?+5x—4dx=|-—=-x3+=x>—4x| ==+= ==,
2 2 3 2 2 2 3 6
L. . 13
Laire de ce domaine est donc de — u.a.
EXERCICES
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Exercice 26.

Soient f et g les fonctions définies sur R par :
fx)=2x*-2et g(x) =x*>—4x+3.

1. Montrer que f(x) — g(x) = (x—1)(x+5).
2. En déduire le tableau de signes de f(x) — g(x) sur R.

3. On se place dans un repere orthonormé. Déterminer, en unité d’aire du repere, I'aire du domaine
délimité par les courbes représentatives des fonctions f et g et les droites d’équations :

ax=-2etx=1; b.x=2etx=3.

aire entre deux courbes

Exercice 26.

1. f(x)—gx)=2x*-2—(x*—4x+3)=x*+4x-5.0r (x—1)(x+5) = x> +5x—x—5=x*+4x-5.0n
adonc bien f(x) — g(x) = (x—1)(x+5).

X —00 -5 1 +00
x—1 - - 0 +
X+5 - 0 + +
Ft0 = + 0 = 0 +
2. 8%
3. a
1 1 1 3 ) 1 1
f g(x) —f(x)dx:f —x?—4x+5dx=|--x>-2x>+5x| =---2+45
-2 -2 3 -2 3
1 3 2
— —g(—2) —-2(=2)"+5(-2)| =18.
Laire de ce domaine vaut donc 18 u.a.
b.
’ > ) 1 3 2 ? 34
f f(x) —g(x)dx:f X“+4x—-5dx=|-x"+2x"-5x| =—
2 2 3 2
. . 34
Laire de ce domaine vaut donc 3 u.a.
Exercice 27.
. . e ) 6
Soit f la fonction définie sur [3;7] par f(x) = 2
Calculer la valeur moyenne de f sur l'intervalle [3;7].
valeur moyenne

Exercice 27.

6

1 7 1776 1
V= —— dx==| —=dx=-
" 7—3f3 fxdx 4f3 2T

Exercice 28.

Calculer la valeur moyenne de la fonction exponentielle sur I'intervalle [0;2]. En donner une valeur ap-
prochée au centieme.

valeur moyenne
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Exercice 28.

Exercice 29.

1. Soit h la fonction définie sur R par :
h(x)=(@2x*-x+1e ™.
Calculer K/ (x).

1
2. En déduire la valeur moyenne sur 'intervalle [5; 1] delafonction f définie par f(x) = (—2x*+5x—
2)e~*. En donner une valeur approchée au millieme.
valeur moyenne

Exercice 29.

1. W(x)=(Ux—-1e *—2x°—x+1)e™*

= (-2x* +5x-2) e ™.

1
2. h' = f donc h est une primitive de f sur 5;1]'
1 1 2 —x11
Vm=—7 [, f()dx=2[2x"-x+1)e "],
1--"2 ’
2
1 1 1 1
=2|2e —|-—-+1]e 2
2 2
P
=4e —e 2=--—=0,258.

Exercice 30.
1. Soit h la fonction définie sur R par :
h(x) = (2x*—x+1e "
Calculer h'(x).
dela fonction f définie par f(x) = (—2x*>+5x—

1
2. En déduire la valeur moyenne sur l'intervalle 5; 1

2)e~*. En donner une valeur approchée au millieme.
valeur moyenne

Exercice 30.

Foo— (x)_2x+1_2x—3
§W = x+1 x—2

Cx+1)x-2)-2x-3)(x+1)

J0=gl0 = (x+1)(x—2)

£ gl = 2x% —4x+x—-2-2x*>-2x+3x+3
(x+1)(x-2)
f(x)—g(x)=ﬂ
(x+1)(x-2)
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X 3 7
—2x+1 -
x+1 +
x—2 +
-2x+1 _
(x+1D(x—2)

Ainsi, I'aire cherchée, en unité d’aire du repere, est donnée par

7
f3 g(x) - f(x)dx.

! T o2x-1 ) 7
L g(X)_f(X)dx—L mdx-[ln(x —x—2)]3
=1n(40)-1n4) = 1n(%) =1n(10)

Ainsi I'aire du domaine délimité par les courbes de f et de g et les droites d’équations x = 3 et x = 7 vaut
In(10) u.a. soit 4In(10) cm?.

Exercice 31.

1. On considere les intégrales :

z 3
C= f e *cos(x)dxetS= f e “sin(x)dx.
0 0

1. En effectuant deux intégrations par parties successives, démontrer que C =

2. a. Enutilisant la démonstration précédente, exprimer S en fonction de C.
b. En déduire la valeur de S.

pp

Exercice 31.

4 /1
1. On pose, pour tout x € [0; E]’ v(x) =e * et u'(x) = cos(x). On a donc pour tout x € [0; E]’ v'(x) =
—e~ ¥ et on peut choisir u(x) = sin(x).

/8 b4
u et v sont dérivables sur [0; E] et u' et v’ sont continues sur [0; 5]

C= [sin(x)e_x](;EI +f2 sin(x)e *dx=e? +f2 sin(x)e” *dx.
0 0

b4
On pose, pour tout x € [0; E] ,v(x)=e Yetu(x) =sin(x).
b4
On a donc pour tout x € [O; E] , V'(x) = —e™* et on peut choisir u(x) = — cos(x).

bt T / / : n
u et v sont dérivables sur [0; E] et u' et v’ sont continues sur [0; E]

e 2+1

C=e2+[-cosne |l -Co2C=e2+1&C=

2. a. D’apresla question précédente,

_n 2, _ _z .. _
C=e 2+f sin(x)e *dx=e 248, ainsiS=C—e 2.
0

(SIE
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Exercice 32.
1. On considere la fonction f définie sur [0; +oo[ par:
fx)=vx.

1. Tracer sur une feuille a grands carreaux (carrés de 0,8 cm de coté) I'allure de la courbe repré-
sentative de f en prenant comme unité 2 grands carreaux sur chaque axe.

2. Onpose I = [} f(x)dx.

a. En utilisant une intégration par parties, montrer que :
1
I=7--1I
2

b. Déterminer la valeur de I.

3. En déduire I'aire, en cm?, de la partie du plan comprise entre 1’axe des abscisses, les droites
d’équation x = 1 et x =4, et la courbe représentative de f.

rp

Exercice 32.

lA

T T T T T T T

1. 0 1 .
1
2. a. Onpose, pour tout x € [1;4], v(x) = y/x et u'(x) = 1. On adonc pour tout x € [1;4], v'(x) = ——

2Vx

et on peut choisir u(x) = x. Les fonctions u et v sont dérivables sur [1;4] et u’ et v’ sont
continues sur [1;4].

4 4
I:f1 f(x)dx:[x\/ﬂéll—f1 %dx

4 1 4 1
:[xﬁ]l_ixf \/}dx:7—51.
1

1 3 14
b, I=7T--Te-I=7T&1=—.
2 2 3

3. Lafonction f est strictement positive et continue sur l'intervalle [1;4], on a donc:

14 14 5, 896 2
o =—ua=—x16x16cm"=—cm"-.
3 3 75

Exercice 33.

ent

1. Pour tout entier naturel n, on pose u, = fol Taof dr.
e

1. Calculer u;.
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Simplifier puis calculer u + u;.

En déduire la valeur de uy.
e"—1

Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n, ona: u, + Uy =

AR o

Calculer les valeurs exactes de uy, us et uy.

Le(e—1)

Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n, ona: u,1 — Uy = J, T ol dz.
+e

o

7. En déduire le sens de variation de la suite (u,,).

suites d’intégrales

Exercice 33.
1.
1 ot X
u :fo oot dt = [In(e’ + D], =In(e+1) -In(2)
-1
:ln(e—).
2
2.

1 1 1 et 11+e[
u0+u1:f —dt+f dt:f dr
o 1+e! o 1+e! o 1+e!
1
:f 1dt=[tlj=1
0

. e—1
3. D’olu uy :l—ln(T)

4, SoitneN.

1 ent 1e(n+1)t
o 1+e o l+e

1 ont (n+1)t 1 ant t
el +e e (1+e")

t t

0 1+e 0 l+e

1 en—l

t

1

1
un+un+1:f etdt =
0 n

0 n

5. Pour n =1, onobtient u; + up =e—1.

R e—1
Douugze—l—ln(T)
2
. e"—-1 .
Pour n =2, on obtient uy + us = , d’ol1
e’ — e—1
Uz = —e+1l+In|—
3
. € - N
Pour n = 3, on obtient us + uy = ,d’ ol
e2—1 e?-1 e—1
Uy = - +e—-1+In{——
3 2 2

6. SoitneN.

le(n+1)t 1 ent
Upe1— U :f dt—f dt
n+ " o l+el o 1+e!

1 o(n+1)t nt 1 Jnt(at
e —e e"'(e"-1)
[, ey,
0 1+e! 0 1+ef
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7. Pourtout t€[0,1],e"* >0,1+e! >0ete! —1>0, donc

lent el’_l
[
0 1+ef

Donc la suite (u,,) est croissante.

Exercice 34.

1. Pour tout entier naturel n, on pose u,, = f,' tV 1>+ 1dt.

1. a. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n, on a u,+; —u, = f:ﬂ tvV 2 +1dt.
b. En déduire le sens de variation de la suite (u,,).

2. On considere la fonction f, définie sur R par :
fO=(F+1)VvVer+1.

a. Démontrer que, pour tout réel ¢, f'(£) =3tV 2 +1.
b. En déduire une expression explicite de u, en fonction de n.

c. Lasuite (u,) est-elle convergente?

I
0 Viz+1

a. Déterminer une primitive sur R de t —

3. Pour tout entier naturel 7, on pose :

4
VEZ+1
b. En déduire, a 'aide d'une intégration par parties et pour tout entier naturel n, I'expres-
sion de v, en fonction de u,, puis en fonction de 7.
3

—dt.
ViZ+1

c. Calculer [

suites d’intégrales

Exercice 34.

1. a. SoitneN.

n+1 n
unﬂ—un:f t\/t2+1dt—f V2 +1dt
0 0
n+1 0
un+1—un:f t\/t2+1dt+/ tVir2+1de

0

n

n+1
Upt1— Up :f 1V 2 +1dt.
n

b. Surlintervalle [n; n + 1] la fonction ¢ — £V t2 + 1 est positive.
n+1

Dongc, pour tout n € N, f tV t2+1dt > 0 et par suite, pour tout n € N,

n
Up+1 — Uy = 0. Donc la suite (u,,) est croissante.

2. a.
t
) =2tVE+1+ (2 +1) x ——
Viz+1

=2tV +1+1V 2 +1

=3tV i2+1.
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b. PourtoutneN, u, :f
0

n 1 n
tVi2+1de= [g(t2+1)\/t2+1

0

:%((n2+1)\/;12—+—1).

lirP n® +1 = +oo donc par composition, produit et somme,
n—+o00o

nliIJIrl u, = +oo. La suite (u,) est donc divergente.
—T+00
. o . 4
3. a. Lafonction f— V2 + 1 est une primitive sur R de la fonction t — —.
Viz+1

Exercice 35.

s 1 . 2 . . 2
1. On considere la suite (I,;) définie pour tout entier naturel 7 non nul par [, = fol x"e* dx.
1. Montrer que la suite (I,;) est une suite décroissante.

2. Montrer que pour tout entier naturel n, ona:

3. Que peut-on en déduire pour la suite (/) ?

suites d’intégrales

Exercice 35.

1. Soit n e N.
! n+l_x% ! n_x? ! n+l_x% n_x?
ILnga—-I,=] x"""e*dx—| x"e' dx=| x""e' —x"e' dx
0 0 0

1
In+1—ln:f x”exz(x—l)dx
0

Sur l'intervalle [0; 1], la fonction x — x"e* (x—1) est négative.
1

2
Donc pour tout n € N, f x"e" (x-1)dx<0et par suite, pour tout n €N, I,,1; — I, < 0. La suite
0

(I;) est donc décroissante.

2. Soit x € [0;1],

exp croissante 2 x">0
0<x<1=20<x*< = <e' <e = x"<x"e* Lex"
1 1
1 " 1 " xn+1 exn+1
=> | X"dx<I, < | ex'"dx> SIn <
0 0 n+1 0 n+1 0
1 e
= <I, < .
n+1 n+1
: 1 . e N PN : .
3. lim = lim —— =0.D’apreslethéoreme des gendarmes, lim I, =0.Lasuite (I,;) converge
n—+oonp+1 n—+oop+1 n—+oo
donc vers 0.
Exercice 36.
Partie A

1. On considere la fonction g définie sur ]0; +oo[ par :
gx)=1+ x* = 2x%In(x).

a. Dresser le tableau de variation de g.
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b. Démontrer que I'’équation g(x) = 0 admet une solution unique A, puis que : 1,89 < A1 < 1,90.
c. Déduire de ce qui précede le signe de g(x).

2. On considere la fonction f définie sur ]0; +oo[ par:

_ In(x)
TW=1re

a. Dresser le tableau de variation de f.

1
b. Vérifier que f(1) = 1z

En déduire un encadrement de f(1) d’amplitude 2 x 1073,

c. Tracer lareprésentation graphique de f dans un plan rapporté a un repére orthogonal en prenant
2 cm pour unité sur I’axe des abscisses et 20 cm pour unité sur I’axe des ordonnées.

Partie B
On considere la fonction F définie sur [1;4o0o[ par:

F(x) :f f(ndr.
1

1. Montrer que F est dérivable sur [1; +oo[ et préciser I'expression de F'(x) pour x € [1;+oo[. En dé-
duire le sens de variation de F.

2. a. Vérifierque,pourt>1,0ona:

b. Pour x > 1, on pose :

*In(r)
I(X):ﬁ 7dt

Alaide d’'une intégration par parties, calculer I(x).
In(?)
(1+ 1)?

c. Pour x > 1, on pose J(x) = flx dz. ATaide d’'une intégration par parties et de I’égalité :

L L1 r>1
= ————pour ,
Ht+1) ¢ r+1 P -

calculer J(x).

d. Déduire de ce qui précéde que, pour x > 1,0na:

ln(2)+ln(i)—lnﬂgF(x)gl_lnﬁ_l.
x+1 x+1 X X

e. On admet que lim,_. ;o F(x) = ¢, avec ¢ réel. Sans calculer ¢, vérifier que In(2) < ¢ < 1.

3. Soit G la fonction définie sur [1; +oo] par:
1
G(x) = F(—) - F(x).
X

a. Calculer G'(x) pour x > 1.
b. Vérifier que, pour tout x > 1, G(x) =0.
c. En déduire une relation que vérifie la fonction F.
bac
Exercice 36.

PARTIE A
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1
1. a. Lafonction g est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout x € ]0; +ool, g'(x) = 2x—4xIn(x) —2x%x— =
x
—4xIn(x).
Pour tout x € ]0; +oo[, —4x < 0. Donc g’ (x) est du signe opposé de In(x). Or, pour tout x € ]0; 1],
In(x) <0 et pour tout x € [1; +oo[, In(x) = 0. On en déduit le tableau de variation de g :
X 0 1 +00
g'(x) + 0 -
2
g | T
1 —00
g(x) =1+ x%-2x*In(x).
lir%l +x2=1 lirr(l) xIn(x) = 0 par croissance comparée et lin% 2x=0.
X— X— X—

Donc par produit et par somme lim,_q 1 + x> —2x?In(x) = 1.

R 1 1

gx)=x ?+1—2 n(x)
lim x*=+o0
X—+00
) 1
lim — +1-2In(x) = —oo.
X—+00 X

Donc, par produit limy_. ;o x2 (é +1- 21n(x)) = —o0.

. Sur l'intervalle ]0;1] la fonction g est strictement croissante et lim,_.o g(x) = 1. Ainsi, pour

tout x € ]0;1], g(x) > 1. L'équation g(x) = 0 n"admet donc aucune solution sur ]0;1]. Sur
I'intervalle [1;+o00[, la fonction g est continue et strictement décroissante. g(1) =2 > 0 et
limy_. 100 §(x) = —00.
D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation g(x) = 0 admet une
unique solution A sur 'intervalle [1; +oo[. Conclusion : I'’équation g(x) = 0 admet une unique
solution A. A la calculatrice, on trouve que g(1,89) >0 et g(1,90) < 0 donc 1,89 < A < 1,90.

. Onadonc:

X 0 A +00
g(x) + 0 -
2. . Lafonction f est définie et dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout x € ]0; +o0],
L1+ 22— 2x1
£ = ;( + %) =2xIn(x) C1+x*-2x"In(x) g
- 1+ x2)2 T x(1+x3)2 x(1+x?)’
De la question 1.c on déduit le tableau de variation de g suivant:
X 0 A +00
f'(x) + 0 -
1
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A#0

A% +1
b. g(A)=0<In(1) = ——
8§(A)=0<In(A) 2
A% +1
In(A) 212 1
A = = = .
F 1442 1+22 222
Or1,89 <1 <1,90
=3,5721 < A% < 3,61
= 7,1442 <21% < 7,22
1 1

Donc

< <
7,22  2)%2  7,1442
1
=0,138 < — < 0,140
212
c. Voir ci-dessous.

I

‘ X

PARTIE B

1. F est dérivable sur [1;+oo[ par le théoreme fondamental de I'intégration et pour tout x € [1; +oo],

In(x)
F'(x) = f(x) = T
tervalle ]0; 1], la fonction f est donc négative et par suite la fonction F est décroissante. De méme,

sur I'intervalle [1;+00], la fonction f est positive et par suite, la fonction F est croissante.
2. a. Soitr=1.0na

Or, pour tout x, 1+ x> > 0 donc f(x) est du méme signe que In(x). Sur I'in-

1 1

O0<t- <1+t = 1+2t+1t" > < <
(1+02 1412 ¢2

In(?) - In(2) - In(2) . In(2) In(?)

o1t <f(l') < 7

In(t)=0 < < <
n(?) :(1+t)2 1+ 12 2 S (1+10)2

1
b. Soit x = 1. On pose, pour tout ¢ € [1;+oo[, v(f) = In(¢) et u'(¢) = 7 On a donc pour tout

1 . 1
te[1;+o0[, V(1) = ; et on peut choisir u(f) = —;.
u et v sont dérivables sur [1;+oo[ et ¢’ et v’ sont continues sur [1;+oo[

. * 1 1 | .
1 1 t t X t 1

In(x) 1 x—In(x)-1
- ——tlz—
X X X

I(x) =

—%ln(t)

c. Soit x = 1. On pose, pour tout ¢ € [1; +oo[, v(t) =In(t) et u'(r) =

On a donc pour tout

1
1+ 1?2

1
t € [1;+o00][, V' (t) = — et on peut choisir u(t) = ———.
( [Lv(D) - p (1) 117
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u et v sont dérivables sur [1;+oo[ et ¢/ et v’ sont continues sur [1;+oo].

x X1 1
-f SV
1 1 t 1+1¢
In(x)

=———+[In(») - In(r+ DI
1+x

1
J(x) = —mln(f)

n X
](x)——1+x +ln(x+1)+ln(2).

In(t In(t
nt <f(r) < nt(z ), d’apres 2.a. et la propriété de croissance de 'intégrale on obtient :

d.

(1+ 1)?
* In(¥) fx fx In(#) .
dr < ndt< dr soit x) < F(x) < I(x).
f1(1+t)2 1f() . e J(x) (x) =I(x)
Donc d’apres la question 2.b. et la question 2.c.on a:
1 | 1
In(2) +ln(—x |- D) _ gy <1-m 1
x+1 1+x X X
. X . X .. . ... . X
e. limy_ oo —— =limy_ oo —limy_100 1 =1etlimx_;In(X) =0, donc par composition limy_. ;o In (—) =
+1 X x+1
0.
In(x) x In(x)
x+1 x+1 x
) X . X ) In(x) . ,
Orlimy_ 1o 1 =limy . 00 < limy ., ol=1etlimy ., — = ( par croissance comparée.
. In(x)
Donc par produit, limy_. ;oo —— = 0.
x+1
|
Ainsi, par somme limy_. ;o In(2) +1n (L) — ﬂ =1n(2).
x+1 1+x

1
On a également lim_.,, — = 0 donc par somme
X

In(x) 1
lim 1- ()——:L
X—+00 X X

Par le théoreme d’encadrement,onaln(2) </ <1.

3. a. Pourtout x € [1; +o0],

1
X

1 1 1
G'(x)=-—5F (;) ~F(x)= —;f( ) - [

1 In(z) In® Inw hE

_;1_,_(1)2 1+x2 1+x2 1+x%
X

b. De la question précédente on déduit que la fonction G est constante sur [1;+oo[. De plus
G(1) = F(1) = F(1) = 0. Donc pour tout x = 1, G(x) = 0.

1
c. Fvérifielarelation:V x € [1;+o0], F(—) = F(x).
X
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