EXERCICES
Limites de suites

Mots clés : calculatrice, python, limite, forme indéterminée, conjugué, suite géométrique,suite
arithmétique, comparaison, gendarmes, somme, suite arithmético-géométrique

Exercice 1.

Soit (u,,) la suite définie, pour tout € N, par u, = n® —4.
1. Conjecturer la limite de la suite (u,,).
2. Alaide de la calculatrice, déterminer le plus petit entier naturel 7 tel que :
a. u,>100,

b. u, > 1000,
c. u,>10000.

calculatrice

Exercice 1.

1. On conjecture que lim u, = +oco.
n——+oo

2. a. n=>5
b. n=11
c. n=22
Exercice 2.

Soit (u;) la suite définie par uy =2 et, pour tout n €N, U+ = 3uy,.
1. ATl’aide de la calculatrice, conjecturer la limite de la suite (u;,).
2. On veut déterminer le plus petit entier naturel n tel que u, > 1000.

a. Recopier et compléter le programme en Python suivant pour qu’il réponde au probleme.

n=20
u=20
while
u =
n= ...
print (...)

b. Déterminer cet entier a I’aide de la calculatrice.

calculatrice, python

Exercice 2.

1. On conjecture que lim u, = +oo.
n—+oo

2. a. Programme:

1 n=20

2iu=2

3 | while u <= 1000
4 u = 3*xu

5 n = n+l

6 | print(n)
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b. Cet entier est 6.

Exercice 3.

Soit (v,) la suite définie, pour tout n € N, par

1. ATl’aide de la calculatrice, conjecturer la limite de la suite (v,).

2. On veut déterminer le plus petit entier naturel n tel que v,, < 0,001.

Un

a. Recopier et compléter le programme en Python ci-contre pour qu’il réponde au probléme.

print (...)

b. Déterminer cet entier a I’aide de la calculatrice.

Exercice 3.

calculatrice, python

1. On conjecture que lim v, =0.
n—+oo

2. a. Programme:

1in=20

21v=1

3 |while v >= 0.001
4 n = n+l

5 v = 1/(2+*n+1)
6 | print (n)

b. Cet entier est 500.

Exercice 4.

Déterminer la limite des suites suivantes.

a. (uy) définie par u, =2n-1.

b. défini =-3+ .
(v,) définie par v, —

Exercice 4.

limite

a. lim u;=+o00
n—+oo

b. lim v,=-3
n—+oo

Exercice 5.

Déterminer la limite des suites suivantes.

1 1
a. (uy) définie par u, = (n+ —) X (— —5).

n n4
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3+n

b. (v,) définie par v, =

24—
n

limite

Exercice 5.

a. )
lim (n+ —) =400
n—+oco n
. 1
lim (— —5) =-5

n—+oo | n#
lim u,;=-oc0

n—+oo

lim 3+ n)=+c0
n—+oo

. 1
lim (2+—):2

n—+o0o n

lim v, =400
n—+oo

Exercice 6.

Déterminer la limite des suites suivantes.

1
a. (uy) définie par u, = (2 - n?) x (ﬁ —2).

n®+n

b. (v,) définie par v, =

limite

Exercice 6.
a.
lim (2-n?%) =-c0
n—+00
li 1 21=-2
n—IH-loo \/ﬁ N
lim wu,=+oc0
n—+oo
b.

lim (n2 +n) =+o00
n—-+oo

lim v, =+o0
n—+oo

Exercice 7.

Déterminer la limite des suites ci-dessous, définies pour tout entier naturel » non nul par les expressions
suivantes.

1. u,=-n*-3n+5.

3 3
2. v'y=n 2+ﬁ'

3. w,=03-5n)(n-4).
4. x,=nn*+2n).
limite

Exercice 7.
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lim n? = +oo, donc, en appliquant la regle des signes, lim (-n?%) = —co.
n—+oo n—+oo

lim (-3n+5)=-ocodonc, par somme, lim u;, = —oo.
n—+oo n—-+oo

2.
. 1 . . 3
nl—l»IPoo ok 0, donc, par produit, nl_lgl00 o 0,
puis, par somme,
. 3
Iim |2+ —|= 2.
n—+oo n

lim 7%= +oo.
n—+oo

Donc, finalement, par produit,

lim v, =+oo.
n—-+oo

lim 3-5n)=-0co et lim (n®-4)=+oo,
n—-+oo n—-+oo

donc, par produit,

lim w, =—-o0.
n—+oo

lim Vi=+oc0 et lim (n®+2n)=+oo,
n—+oo

n—+oo
donc, par produit,

lim x, = +oo.
n—-+oo

Exercice 8.

Déterminer la limite des suites ci-dessous, définies pour tout entier naturel z» non nul par les expressions
suivantes.

2n+4
1. u, = .
—-5
n
9 -3
. Up=
"Ton2+n+1
9 1
)
3. w,= 7;
7+
nvn
-4
4, x, = 53
_+_
n:? n

limite

Exercice 8.

1.
1
im 2n+4)=+c0 et lim (— —5) =-5,
n—+oo n—+oo\ n
donc, par quotient,
lim u,, =—oo.
n—+oo
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lim (-3)=-3 et lim (n2 +2n+1) = +oo,
n——+oo n—-+oo

donc, par quotient,

Jim =0
3.
. 1 . 1
lim 2——2 =2 et lim |7+ =7,
n—+00 n n—-+00 nvn
donc, par quotient,
2
lim w,=-.
n—+oo 7
4., ) 5
lim (-4)=-4 et lim (—2 += ) 0",
n—+00 n—+oco\ 1 n
donc, par quotient,
lim x, = —oco.
n—+oo
Exercice 9.

Soit (u,) la suite définie pour tout n € N par u, =vn+1—-+/n.

1. Peut-on déterminer la limite de la suite (u,) en utilisant les propriétés des opérations sur les li-

mites?

2. Montrer que pour tout €N, ona:
1
un =
vn+l+yn
3. Soit (v,) la suite définie par v, = vn+1.
a. Montrer que v, > V/n.
b. En déduire la limite de la suite (v;,).
4. En déduire la limite de la suite (u,,).
forme indéterminée, conjugué
Exercice 9.
1. Non: lim vn+l=+4occet lim vn=+oo.
n—+oo n—+oo

Donc on a une forme indéterminée « +0o — 0o ».

2. Pourtout neN,
n+l+
L= (VaTT-ymYitievn
vn+1l+yn
donc
n+l-—n B 1

un:

Vatl+yn vVarl+yn

3. a. PourtoutneN, n+1>ndonc vn+1 > +/n car la fonction racine carrée est strictement
croissante sur [0; +ool.

Donc v, > v/n.
b. lim Vn=+oo.
n—+oo

Donc, d’apres le théoreme de comparaison, lim v, = +oo.
n—+oo

4. Donc lim (Vnrn+1++vn)=+ocodonc lim u,=0.
n—+oo n—+oo

Exercice 10.
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1. Déterminer la limite des suites suivantes :
a. (up) estlasuite définie par u,, =5" -0,2".
b. (v,) estla suite définie par v, =6" —7".
c. (wpy) estla suite définie par w, =9" —8".

suite géométrique, forme indéterminée

Exercice 10.

. -1<0,2<1,donc lim 0,2"=0.

n—+oo

5> 1, donc 11111 5" = +oo donc hm U, = +oo.
—1T00

e[}

7 7\"
6>1,donc lim (6) =+ood'oll lim (1-(7/6)")=—oo0.

n—+oo n—+oo

6> 1, donc 11111 6" = +oo donc hm U, = —00.
n—+oo

s}

8 8)"
—1<g<1donc lim —) =0dou lim (1-(8/9)")=1

n—+oo\9 n—+oo

9> 1, donc 11111 9" = +oo donc hm w,, = +oo.
—+00 n—

Exercice 11.

Déterminer la limite des suites suivantes.
a. (uy) définie par u, =3n—n+2.
n->5
2n+4’

b. (v,) définie par v, =
limite, forme indéterminée

Exercice 11.

a. Pour tout n € N*, on a

donc lim u; = —oo.
n—+oo

b. Pour tout n € N*,

1
donc lim v, =-.
n—+oo 2

Exercice 12.

Déterminer la limite des suites suivantes.

a. (up) définie par u, =n +3n%-nd.
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nd+2

b. défini =—.
(vy) définie par v, 2 1

limite, forme indéterminée

Exercice 12.

a. Pour tout n € N*, on a

donc lim u; = —oo.
n—+oo

b. Pour tout n € N*,

1
2 _
né x (2 - ) 2 )
. 2
lim 1+—2 =1 et lim n=+oc0
n—-+oo n n—-+oo
1
lim (2 - —2) =2
n—+oo n
donc lim v, = +oo.
n—+oo
Exercice 13.
Déterminer la limite des suites suivantes.
2
n“+2n
a. (uy) définie par u, = .
n+1
3n+vn
b. (v,) définiepar v, = ———.
() Y n 2n+3
limite, forme indéterminée
Exercice 13.
a. Pour tout n € N*,
2 2
n-x|l+— nx|l+—
U, = LN
nx|1+— 1+ —
n n
lim (1+—):1 lim (1+—):1
n—+0o n n—+0o n

donc lim u; = +oo.
n—+oo

b. Pour tout n € N*,

vn vn
Uy = 3y - 3
nx(2+—) 2+ —
n

3
donc lim v, =-.
n—+oo 2
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Exercice 14.

En utilisant la méthode de votre choix, déterminer la limite des suites suivantes.
a. (uy) est définie par u, = n® + n® — 4.

b. (v,) est définie par v, = n - n® — 4.
3
n2-4’
cos(n)
n:—4°

c. (wy) est définie par w,, =

d. (a,) est définie par a, = n® +

limite, forme indéterminée, comparaison

Exercice 14.

a.

1 4
b. Pour tout n e N*, v,, = n® (1 ————).

Donc

c. Pour tout n € N*,

Donc

3 1

lim |n°-
n—+00 nZ-—4

Donc, d’apres le théoreme de comparaison,

lim a, = +oo.
n—+oo

Exercice 15.

Calculer les limites suivantes.

. -3n
1. lim
n—+oo 21

) 2
2. lim —@Bn-4)

n—+oo ,/n
. —2n3
lim -
n—+oo p“+5n+1
5n—n?

e 26

3.

limite, forme indéterminée

Exercice 15.
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1. Pour tout entier naturel n =1,

-3n 3 .
=——ne".
2e M 2
Or lim n=+ooet lim e" =+oo. Ainsi, par produit,
n—+oo n—+oo
. -3n
lim =—00

n—+oo e~

2. Pour tout entier naturel n =1,

i(3n—4): (3\/_——) 6\/_——

vn vn vn
Ona hm V1 = +oo et hm ——0. Donc, par somme,
li 2 Bn—-4)=
n—lgloo\/ﬁ n N
3. Pour tout entier naturel n > 1,
-2nd B -2nd B -2n
2 B 5 B 5 1
neon n2(1+—+— 1+ —+—
n n n n
. . 5
Ona lim n=+4+occet lim (1+ +— | = 1. Dong, par quotient,
n—+oo n—+oo n n
. —2nd
Iim —=-
n—+oo n? +5n+ 1
4. Pour tout entier naturel n =1,
S 5
2
n|l—-1 —
5n—n* (n ) __n !
2n4—6n2 3) 3\
e 2n4(1——2) 2n2(1——2)
n n

5 3
Ona lim (— - 1) =—1, lim n®=+ocoet lim (1 - —2) = 1. Ainsi, par quotient,
n—+oo\ n n—+oo n—+oo n

5n—n?

lim ——— =
n—+oo 2n* — 6n?

Exercice 16.

Déterminer la limite des suites définies, pour tout entier naturel z» non nul, par les expressions suivantes.

1
1. un:3+—2
n
2. Vy=nuy
Un
Wn:_
n
Up,—>5
4. z, = L
un_3

limite, forme indéterminée

Exercice 16.

EXERCICES page9



1. Ona

3 1
Up=3+—.
n2

. 1
Or lim — =0. Donc, par somme,
n—-+oo p2
lim wu,=23.
n—+oo

2. Pour tout entier naturel n =1,

1
=3n+—.

n2 n

1
Vp=nUy = n(3+—
. . 1
Or lim 3n=+occet lim — =0.Donc, par somme,
n—-+oo n—+oon
lim v, = +oo.
n—+oo

3. Pour tout entier naturel n =1,

3 1
Or lim —=0et lim — =0.Donc, par somme,

n—+oo g n—+oo p3
i wn =0
4. Pour tout entier naturel n =1,
3 L 5 2
Zn = = = =-2n"+1.
un=3 4,1 4 L
n2 n2
Or lim (=2n?+1) = —oo. Ainsi,
n—+oo
n—+oo
Exercice 17.

Soit (u;) la suite définie, pour tout n € N, par
Up=m+1°%+(=1"xn.

1. Montrer que, pour tout n € N, u,, = n?.

2. En déduire la limite de la suite (u,,).
comparaison

Exercice 17.

1. PourtoutneN,-1<(-1)"<1.
Donc (n+1)?>-n<u,<n+1?%+n.
Doncn®+n+1<u,<n®>+3n+1.
Orn+1>0.

Donc u,, = n°.

2.

lim n?=+oo
n—+oo

Donc, d’apres le théoreme de comparaison,

lim u, = +oo.
n—+oo
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Exercice 18.

Soit (u#;) une suite telle que, pour tout n € N,

1
2——<u, <2+ .
n n+1

En utilisant le théoréme des gendarmes, déterminer la limite de la suite (u;,).

gendarmes
Exercice 18.
. 1
lim ([2—-—]=2
n—+00 n
. 4
Iim (2+——|=2
n—-+oo n+l
Donc, d’apres le théoreme des gendarmes,
Jim =2
Exercice 19.
Soit (u;) une suite telle que, pour tout n € N*,
3 ! <u,<-3+ 1
-3—-——=<u,=<- .
N n?+1
Déterminer la limite de la suite (u,,).
gendarmes
Exercice 19.
li 3 L) 3
A |3 )=
. 1
lim [-3+ 5 =-3
n—+00 n-+1
Donc d’apres le théoréeme des gendarmes,
Jim =3
Exercice 20.
Soit (v,,) la suite définie, pour tout n € N*, par
cos(n)
Uy =— .
n nz
Déterminer la limite de la suite (v;,).
gendarmes

Exercice 20.

1. Pour tout n € N*, —1 < cos(n) < 1.

1 1
Donc—5——2svns—5+—2.
n n
. 1 . 1
lim —5——2 = lim |-5+—|=-5
n—-+oo n n—+oo

Donc d’apres le théoreme des gendarmes,

lim v, =-5.
n—+oo
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Exercice 21.

Soit (wy,) la suite définie, pour tout n € N*, par

4+ D"
wy = .
n \/ﬁ
Déterminer la limite de la suite (w,,).
gendarmes
Exercice 21.
1. PourtoutneN*, -1 < (-1)"=<1.
1 1
Donc4d—-—<w, <4+ —.
vno " N
li 4 L =l 4+ ! =4
n—IHIOO \/ﬁ N n—lg—loo \/ﬁ N
Donc d’apres le théoréeme des gendarmes,
im0 =4
Exercice 22.
Soit (uy) la suite définie, pour tout n € N*, par
sin(n
n
Déterminer la limite de la suite (u,,).
gendarmes

Exercice 22.

1. Pourtout n e N*, -1 <sin(n) < 1.

1 1
Donc42——5SunS42+—5.
n

n
. 1 . 1
lim (42— —|= lim |42+ —|=42
n—-+oo no n—-+oo no
Donc d’apres le théoreme des gendarmes,
lim wu, =42.

n—-+oo

Exercice 23.
Pour chaque suite ci-dessous, déterminer sa limite quand 7 tend vers +oo.

a. (uy) estlasuite géométrique de raison 0,6 et de premier terme u; = —2.

b. (v,) estla suite définie pour tout n € N par v,, = —4 x 3",
suite géométrique

Exercice 23.

a) u,=-2x0,6""1
Or-1<0,6<1,donc
lim 0,6"'=0.

n—+oo
Donc

lim wu, =0.
n—+oo
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b) 3>1donc
lim 3" = +oc0.

n—+oo
Donc
lim v, =—oco.
n——+oo
Exercice 24.

Soit (a,) la suite définie par ay = —1 et, pour tout n € N,
an+1 = an + O,San.

1. Déterminer la nature de la suite (a;) en justifiant.

2. Déterminer la limite de la suite (a;,).

suite géométrique

Exercice 24.

1. PourtoutneN, a,+1 =1,5a,.

Donc (ay,) est une suite géométrique de raison 1,5 et de premier terme ay = —1.

2. PourtoutneN, a, =—-1x1,5".

1,5>1donc
lim 1,5" = +o0.
n—+oo
Donc
lim a, = —oo.
n——+oo
Exercice 25.

Soit (uy) la suite définie par u, =2" -0,5".
Déterminer la limite de la suite (u,,).

Exercice 25.

suite géométrique

2>1,donc lim 2" = +oo.
n—+oo
-1<0,5<1.Donc lim 0,5"=0.
n—+oo

Donc lim u, = +oo.
n—+oo

Exercice 26.

Soit (uy) la suite définie par u,, = 3" — 2",
En factorisant par 3", déterminer la limite de la suite (uy,).

Exercice 26.

suite géométrique

271
Pour tout neN, u, =3" (1 - —)

3}'1
Donc
2 n
unzgn(l_(g) )
2 2\
—-l1<—-<1ldonc lim (—) =0.
3 n—+oo
2 n
Donc lim (1 — (—) ) =1.
n—+oo 3
3>1donc lim 3" = +oo0.
n—+oo
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Donc lim u, = +oo.
n—+oo

Exercice 27.

Soit (v,) la suite définie par v, = 2" —5".
En factorisant par 2", déterminer la limite de la suite (v;,).

Exercice 27.

suite géométrique

5”
Pour tout neN, v, =2" (1 - —)

21’1
Donc

(o).

2>1donc lim 2" = +o0.
n—+oo

5 5\"
3 >1donc lim (—) = +00.

n—+oo

5 n
Donc lim (1—(5) ):—oo.

n—-+oo
Donc lim v, = —c0.
n—+oo

Exercice 28.

Soit (u;) la suite définie par uy = —3 et, pour tout n € N,

Up+1 = .
6 - un

1
un_s.

Soit (v,) la suite définie par v, =

1
1. Démontrer que la suite (v,) est arithmétique de raison — 3

2. En déduire I'expression de v, puis de u, en fonction de n.

3. Déterminer la limite de la suite (u,,).

limite, suite arithmétique

Exercice 28.
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1. PourtoutneN,

Vnil = Up = -

1
Donc (v,) est une suite arithmétique de raison r = -3

2. PourtoutneN, v,=v9+nxr.

1
Orvyy= =——donc
Lt()—3
1 1 -1-2n
Vpy=————n=——.
6 3 6
1 .
Orv, = ,donc u,;, = — + 3 et ainsi
un_ Un
6 +3
Uy = .
" _1-2n
. ) 1
3. lim (-1-2n)=-ocodonc lim ——— =0
n—+oo n—+oo —1—-2n

Donc lim u, =3.
n—+oo

Exercice 29.

1
Soit (u,) une suite géométrique de raison 1 et de premier terme uy = 5.

1. Déterminer la limite de la suite (u;,).

2. Déterminer I'expression de la somme des n premiers termes de la suite (u,) en fonction de n et sa
limite quand n tend vers +oo.

suite géométrique, somme

Exercice 29.

1 n
1. PourtoutneNN, u”ZSX(Z) .

1 . 1\"
Or—1<Z<1,donc lim |[-| =0.

n—+oo\ 4

Donc lim u, =0.
n—+oo
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2. Soit g la raison de la suite (u,).

Ona
Sp=up+up+up+---+uy
=uo+uo><6/"‘M0><612+'”“‘M0><Cln_1
=uyl+qg+g*+---+g"™hH
1_ n
= U X 6] .
l-q
. 1
Ici ugp=5et g=—, donc
4 N
1-|=
S =5 (4) 20(1 (1)”)
= X e — —_ —
" 1 3 4
4

1 . 1\" . . 1\"
Comme -1<-<1, lim |-| =0puis lim |1-|- =1.
4 n—+oo\ 4 n—+oo 4
20

Donc lim S,=—.
n—+oo 3

Exercice 30.

1
Soit (1) la suite géométrique de raison = et de premier terme u; = 4. Soit S, la somme des n premiers
termes de la suite (u,,).

1. Déterminer |'expression de S, en fonction de n.

2. Déterminer la limite S,, quand n tend vers +oo.

suite géométrique, somme

Exercice 30.

1. Soit g la raison de la suite (u;,).

Sp=ur+up+ug+---+uy
=u U xgrux g+t upx gttt

—uw(+qg+g*+---+q"hH

1_ n
=U X 6] .
1-q
1
Avec uy =4etqg=-,
5 N
1-(=
(5) 1)\"
Sp,=4x =5(1-|-
1 5
1__
5
1 . 1\"
2. -1<—-<1ldonc lim (-] =0.
5 n—+oo\ 5
1 n
Donc lim (1—(—) ):1.
n—+oo 5
Donc lim §,,=5.
n—+oo

Exercice 31.

Soit (v,,) la suite définie pour tout n € N par :
v, =-n>—Vn2+5.
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1. Justifier que v, < -n3, pour tout n € N.

2. En déduire la limite de la suite (v;,).

comparaison

Exercice 31.

Donc

lim -n’=-
n—+oo

(0. @)
Donc d’apres le théoreme de comparaison,

lim v, =—oco0.
n—+oo

Exercice 32.

Calculer les limites des suites ci-dessous définies pour tout entier naturel 7.
1. u, =0,5"
2. v, =(W2)"
1

3. Wy = 3_11
gn
4., Zn = 4—n
suite géométrique
Exercice 32.

1. Ona u, =0,5". Comme —1 < 0,5 < 1, on sait que

lim 0,5" =0.

n—+oo
Donc lim u, =0.
n—+oo

2. Onav,=(/2)".0rv2>1,donc
lim (vV2)" = +oo.

n—+oo
Ainsi lim v, = +oo.
n—+oo

1 1\" 1
3. Onaw,=—= § .Comme—1<§<1,

3}1

On en déduit que lim w, =0.
n—+oo
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4. Ona

97 9\"
Zn=—=|(=| .
"oy (4)

9
Or 1 > 1, donc

9 n
lim (—) = 400,
n—+oo\ 4

etainsi lim z;, = +oo.
n—+oo

Exercice 33.

Calculer les limites des suites ci-dessous, définies pour tout entier naturel 7.

1 n
N

2. v,=1+2x0,99"
3. w,=5x1,99"+12

7 n
4, zn:8+\/?_>(—§)

suite géométrique

Exercice 33.

n
1
1. Onau, =-3 x (_Z) .Comme—l<—£—l<1,

donc, par produit,

2. Onav,=1+2x%0,99". Comme -1<0,99< 1,
lim 0,99" =0,
n—+oo

et par produit puis par somme,

lim 2x0,99"=0 et lim v,=1+0=1.

n—+oo n—+oo
3. Onaw,=5%x1,99"+12.0r1,99 > 1, donc

lim 1,99" = +oc0
n—+oo

et, par produit,

lim 5x1,99" = +oo.
n—+oo

Par somme, lim w, = +oo.
n—+oo

7\" 7
4. Onaz,=8+V3 -3 .Comme—1<—§< 1,
7 n
lim (——) =0,
n—+oo 8
et donc, par produit puis par somme,

lim z,=8+V3x0=8.
n—+oo
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Exercice 34.

Calculer les limites des suites ci-dessous, définies pour tout entier naturel n.

1
1-Z=
2
1-2)"
2. v, =1 v2)
1-v2
2 n
1-|2
e (3]
3. wy=-3%x—| +———
10 2
1-=
3
suite géométrique
Exercice 34.
1. Ona
1 n
(3]
2
Up=—"7""
1-Z=
2
1 .
Comme —1 < — <1, on obtient
2 N
lim (—) =0
n—+oo\ 2

Par différence, le numeérateur vérifie

lim (1-(1/2)")=1-0=1.
n—+oo
o 1 1 o
Le dénominateur vaut 1 — 5 = 5, constant non nul. Ainsi,

. 1
lim wu,=—=2.

n—+oo 1/2
2. Ona
1+1—(\f2)" 1+(¢§)"—1
v, = —_ = _
! 1-v2 V2-1
Comme /2 > l,onanliIP (v/2)" = +00, donc
—T+00
V2)"-1
=400

AT a1
(car le dénominateur v/2 — 1 est positif). Par somme,

lim v, = +oo.

n—+oo
3. Ona
21’1
1-(2
3(1)"+ (3)
w,=-3|— _
" 10 . 2
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1 2
Comme-1<—<let-1<-<1,
10 3

Donc

et, pour le second terme,

2 1
i — n = _—_= =
nglllw(l @/3)"=1 1 33
d’ou
1-2/3)" 1
im ———=——=3.
n—+oo 1-2/3 1/3
Par somme,
lim w,=0+3=3.
n—+oo
Exercice 35.

Soit (S,,) la somme définie pour tout n € N par
S,=1+5+5%+5>+---+5",

1. Exprimer S, en fonction de n.
2. Déterminer la limite de S,, quand n tend vers +oo en justifiant.
suite géométrique, somme

Exercice 35.

1 _5n+1 1

1. S, =——— =——x(1=5"1),

" 1-5 4 ( )
2. 5>1,donc lim 5" =+ocoetdonc lim (1 —5”“) = —00.
n—+oo n—+
Donc lim S,, = +oo.
n—+oo
Exercice 36.

Soit (uy) la suite définie, pour tout n € N, par u, =2+0,7".
1. Conjecturer la limite de la suite (u,,).
2. Justifier que, pour tout n € N, u, > 2.

3. On admet que la suite (u,,) est strictement décroissante. A 'aide de la calculatrice, déterminer le
plus petit entier naturel n tel que :

a. u, <21,
b. u, <2,01,
C. u;<2,001.

suite géométrique, calculatrice

Exercice 36.

1. On conjecture que lim wu,=2.
n—+oo

2. Pourtout neN, 0,7" >0donc?2+0,7" > 2. Donc u,, > 2.

3. a. n=7
b. n=13
c. n=20
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Exercice 37.

Soit (u;) la suite définie par uy = 8 et, pour tout entier naturel n,
Up+1 = gun

Soit (v,) la suite définie pour tout entier naturel n par v, =3n —5.

1. Déterminer les limites des suites (u;,) et (v;,).
2. En déduire les limites des suites :

a. (u,+vy);

L)
Un

- (2)

Exercice 37.

limite, suite géométrique

1 1
1. (up) est une suite géométrique de raison 5 Or-1< 5 < 1.Donc

lim u,=0".
n—+oo

Pour (v,;) ona:
lim v, = +oo.

n——+oo
2. a.
lim (u,+ v,) = +oco.
n—+oo
b.
u
lim (—n) =0
n—+oo \ vy,
C.
lim (—n) =400
n—+oo\ Uy,
Exercice 38.

En utilisant les théorémes de comparaison, déterminer dans chaque cas la limite de la suite (u,) définie
pour tout entier naturel z non nul par :

1. u,=5n*>-2(-1)"
2. u,=n*>-2n+(-1"*1!

Vvn

3. up=(-D"x—
n

comparaison, gendarmes

Exercice 38.

1. -1<s(-1D"<1 < -2<-2(-1D"<2
> 5n?-2<5n?>-2(-1)"<5n?+2,
donc5n? -2 <u, <5n*+2.0r
nliIPw(Snz—Z) = +o00.

D’apreés le théoréeme de comparaison,

lim u, = +oo.
n—+oo
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2. De la méme maniere que précédemment,

n2—2n—1sunsn2—2n—1.

2 2 2 1 . 2
Orn“-2n-1=n l-——-— etlim,_ .o n°=+ooet
n n
. 2 1
lim l-—-—|=1
n—+oo n n
Par produit,

lim (n2 -2n-1) = +oo.
n—-+oo

D’apres le théoréme de comparaison,

lim wu, = +oo.
n—-+oo

3. Dela méme maniere que précédemment,

VA VR
n
donc
1 - - 1
——=<u,<—.
N
Or

. 1 . 1
T (_ﬁ) = m
D’apres le théoreme des gendarmes,

lim u, =0.
n—+oo

Exercice 39.
Déterminer la limite des suites (u,), (v,) et (w,) définies pour tout entier naturel n par :
1. u,=6"—10"

suite géométrique

Exercice 39.

1. Ona

o R EC

3\" 3
lim 10"=40c0 et lim (—) =0,car —-1<—-<1.
n—+oo n—+oo\ 5 5

Or10>1, donc

Par somme et par produit,

lim u, = —oo.
n—-+oo

=S <[} - ))

n 1\” 1
lim (—) =400 et lim (—) =0,car - 1<-<1.
n—+oo n—+oo\ 5 5

2. Ona

5
Or 3 > 1, donc

Par somme et par produit,

lim v, = +oo.
n—+oo
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5" 2" 5\" (1)"
e
8" 8 4

Or

. 5)" 5 . 1\" 1

lim (-] =0,car—-1<-<1 et Ilim |-|] =0,car -1<-<1.

n—+oo\ 8§ 8 n—+oo\ 4 4
Par somme,
lim w,=0.
n—+oo
Exercice 40.

On dépose une tasse de café dans une piece dont la température est de 21 °C.
En s’appuyant sur la loi de Newton, on peut démontrer que la température du café (en °C), en fonction
du nombre n de minutes écoulées, peut étre modélisée par une suite (7,) vérifiant la relation

Tpe1=0,97 T, +0,63

pour tout entier naturel n.

1. On pose, pour tout entier naturel n, U, = T,, — 21. Montrer que la suite (U,) est géométrique.

2. Justifier que, quelle que soit la valeur de Ty, la suite (7},) converge vers un réel que I'on précisera.
Interpréter ce résultat dans le contexte de I’exercice.

3. Ecrire, en langage Python, une fonction tiede ayant pour argument I, la température initiale du
café (supérieure a 30 °C), et qui renvoie le nombre de minutes a attendre pour que la température
du café soit en dessous de 30 °C.

suite arithmético-géométrique, python

Exercice 40.

1. Pour tout entier naturel 7,
Ups1=Typs1-2=097T,+0,63—-21=0,97T,, - 20,37 =0,97(T,, — 21) = 0,97U.
Donc la suite (Uj,) est une suite géométrique de raison g = 0,97 et de premier terme
Uy=Tp—21.
2. Lasuite géométrique (U,) a pour raison ¢ =0,97. Or -1 < g < 1, donc
nlier U,=0 et nl_lgl()() T,= nl_i)IPoo(Un +21) =21.

Quelle que soit la température initiale Ty du café, a terme elle tendra vers 21 °C, la température de
la piece.

3. Programme :

\\

1 |def tiede(l):

2 n=20

3 T =1

4 while T >= 30:

5 n=n-+1

6 T = 0.97«T + 0.63
7 return n
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Exercice 41.

Soit (t,) la suite définie pour tout entier naturel n par :
3

1. Soit A un réel.

a. Montrer qu'’il existe un entier naturel N tel que #y = A.
b. Prouver que, pour toutn= N, t, = A.

2. En déduire le comportement de la suite (¢,) quand n tend vers +oo.

limite

Exercice 41.
1.
a. Ona
5N-10 3A+10
IN= A > A< N= .
3 5
Ainsi,
B (3A+ 10)
B 5

convient (ou E désigne la partie entiere).
b. Sil’on prend un entier n = N, alors

3A+10
n= — etdonc f, = A.
2. Ona
lim ¢, = +oo.
n—+oo
Exercice 42.

On considére un carré de coté 3 cm. A chaque étape, on construit un carré dont le coté mesure la moitié
du coté du carré de I'étape précédente.
On note A, I'aire du n-ieme carré.

1. Donner la valeur de A; et A;.

2. Exprimer A, en fonction de A, et en déduire la nature de la suite (A,).

3. Déterminer 'expression de A, en fonction de n.

4. Déterminer |'expression de I'aire formée par I'’ensemble des n premiers carrés, en fonction de n.

5. En déduire 'aire de la figure formée par 'ensemble des carrés si on continue indéfiniment cette
construction.

suite géométrique, limite

Exercice 42.

1. A;=3%>=9et Ay =1,52=2,25.
2. Pour tout n € N*,

A
Aps1= Tn

1
Donc (A;) est une suite géométrique de raison 4_1

1 n—1 1 n—1
Ap=All=] =9[> .
" 1(4) (4)

3. Pour tout n e N*,

EXERCICES page 24



4. Notons S, 'aire formée par 'ensemble des n premiers carrés.

+9(Z +---+9(—) .

Spn=A1+Axy+--+A, =9~
n 1 2 n (4 4

Ainsi

C’est une somme géométrique, donc
s=9x O (1 (1)).
1
1
5. Ona—1<Z<1,donc
lim (
n—+oo\ 4

Ainsi
lim S, =12.
n—+oo

Dongc, si I'on continue indéfiniment cette construction, I'aire de la figure formée par 'ensemble
des carrés sera 12 cm?.

Exercice 43.

Un site Internet propose a ses abonnés des films a télécharger. Lors de son ouverture, 500 films sont
proposés et chaque mois, le nombre de films proposés aux abonnés augmente de 6 %.
A) On note u, le nombre de films proposés n mois apres I'ouverture du site. On a 1y = 500.

1. Calculer u; et u, (on arrondira a I'unité).
2. Exprimer u, en fonction de n.

3. Déterminer la limite de la suite (u,,).

B) On souhaite déterminer a partir de combien de mois le site aura doublé le nombre de films proposés
par rapport au nombre de films proposés a I'ouverture.

1. Recopier et compléter le programme en Python ci-contre pour qu'’il r*éponde au probleme.

u = 500
n=20
while
n =
u =
print (...)

2. Donner la valeur affichée a la fin de I'exécution de ce programme, puis interpréter cette valeur.

C) En raison d’'une offre de bienvenue, le nombre d’abonnés au lancement est 15000. Sur la base des
premiers mois, on estime que le nombre des clients abonnés au site évolue suivant la regle suivante :
chaque mois, 10 % des clients se désabonnent et 2500 nouveaux abonnés sont enregistrés.

On note v, I'estimation du nombre d’abonnés n mois apres I'ouverture, on a ainsi vo = 15000.

1. Justifier que, pour tout entier naturel n, on a
Vn+1 =09 x v, +2500.

2. Soit (wy,) la suite définie sur N par w,, = v, —25000.
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a. Montrer que (w,,) est une suite géométrique.
b. Déterminer |'expression de w,, puis de v, en fonction de n.
3. Peut-on prévoir, a ’aide de ce modele, une stabilisation du nombre d’abonnés sur le long terme?
Si oui, a combien d’abonnés? Justifier.

suite arithmético-géométrique, python

Exercice 43.

A. 1. Ona

6
Up = Ug % (1+—):530,
100

puis

6
Up = Uy X (1+—):562.
100
2. PourtoutnelN,
6
u =uUu, x|1+— :1,06u
n+1 n ( 100) n
Donc (u,) est une suite géométrique de raison g = 1,06. On en déduit
un = upq" =500 x 1,06".

3. Comme 1,06 > 1,

lim 1,06" =+oco0 etdonc lim u, = +oo.
n—+o0o n—+

B. 1. Programme:

1|u = 500
2in=20

3 | while u < 1000:
4 n=n+1

5 u = 1.06%u
6 | print (n)

2. La valeur affichée a la fin de 'exécution de ce programme est 12. Donc le nombre de films
aura doublé a partir de 12 mois (ou un an) apres I'ouverture.

C. 1. Chaque mois, 10% des personnes se désabonnent et il y a 2500 nouveaux abonnés. Donc,
pour tout n € N,

10
Untl = (1 — ﬁ) v, +2500=0,9v, +2500.
2. a. PourtoutnelN,
Wpal = Vpe1—25000=0,9v,,+2500-25000=0,9v, —22500.

On écrit
22500
0,90, =22500=0,9| v = === = 0,9 (v = 25000) = 0,9 Wy,

Ainsi, (w,) est une suite géométrique de raison g = 0,9 et de premier terme

wp = Vg — 25000 =-10000.

b. On en déduit
wy = woq” =-10000x0,9".

Or v, = wy, + 25000, donc

v, =—10000 x 0,9” + 25000.
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3. Comme -1<0,9<1,
lim 0,9" =0.

n—+oo
Ainsi
lim v, =25000.

n—-+oo

On peut donc prévoir une stabilisation du nombre d’abonnés, autour de 25000.

Exercice 44.

Un groupe de presse édite un magazine qu’il propose en abonnement. Jusqu'en 2010, ce magazine était
proposé uniquement sous forme papier. Depuis 2011, les abonnés du magazine ont le choix entre la
version numérique et la version papier.

Une étude a montré que, chaque année, certains abonnés changent d’avis : 10 % des abonnés a la version
papier passent a la version numérique et 6 % des abonnés a la version numérique passent a la version
papier. On admet que le nombre global d’abonnés reste constant dans le temps.

On note a, la proportion d’abonnés ayant choisi la version papier en 2010+ n et b, la proportion d’abon-
nés ayant choisi la version numérique en 2010 + n.

1. Justifier que ayp =1, by =0 et, pour tout n € N,
an+1 = 0,9 an + 0,06 bn.

2. En déduire que, pour tout n € N,
an+1 = 0,84 an + 0,06.

3. Soit (cy) la suite définie par ¢, = a, —0,375.
a. Montrer que la suite (c,) est géométrique.
b. En déduire I'expression de c; en fonction de 7.

c. En déduire les expressions de a, et b,, en fonction de n.
d. En déduire la limite de la suite (a,,).

4. ATlaide dela calculatrice, déterminer a partir de quelle année la proportion d’abonnés a la version
papier devient inférieure a la proportion d’abonnés a la version numérique.

suite arithmético-géométrique

Exercice 44.
1. En 2010, le magazine n’est proposé que sous forme papier, donc
ap=100%=1 et by=0%=0.

Chaque année :
— 10% des abonnés a la version papier passent a la version numérique;
— 6% des abonnés a la version numérique passent a la version papier;

— le nombre global d’abonnés reste constant.
Pour tout n €N,
10 6
— m a,+—>b,=09a, +0,06b,,.

a =11
n+1 ( 100

2. Pour tout n,on a a, + b, = 1. Ainsi,

An+1=0,9a,+0,06(1—a,) =0,9a,+0,06—0,06a, = 0,84 a, +0,06.
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3. a. Pourtoutnel,
Cn+1=ap+1—0,375=0,84a, +0,06-0,375=0,84 a, —0,315.

On écrit
0,315
0,84a,-0,315=0,84|a, - ——
0,84

)

) =0,84(a, —0,375) = 0,84 cy,.
Donc (c;) est une suite géométrique de raison 0,84 et de premier terme
Co=dy— 0,375 =0,625.

b. Pour tout neN,
cn = 0,625 x 0,84".

c. Comme ¢, =a,—0,375,ona
a, = cp+0,375=0,625 x 0,84" +0,375.

De plus,
b, =1-a,=0,625-0,625 x 0,84".

d. Ona-1<0,84 <1, donc

lim 0,84" =0.
n—+oo
Par conséquent,
lim a, =0,375.
n—+oo

4. On cherche le plus petit entier 7 tel que a, < b,, c’est-a-dire a, < 0,5. A I'aide de la calculatrice,
on trouve n = 10. Donc, en 2020, la proportion d’abonné-e-s a la version papier devient inférieure
ala proportion d’abonné-e-s a la version numérique.
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