EXERCICES
Logarithme

Mots clés : équations simples, équations, inéquations simples, inéquations, régles de calculs, variations,
limites simples, limites, TVI

Exercice 1.

Résoudre dans R les équations suivantes.
1. 2¢¥-3=0.
2. e tl_1=0.
3. e?* =4.
4. (2e*-1)(e*+5)=0.
équations simples

Exercice 1.

3 3 3
l. 2¢*-3=0v¢e¢'=-o len(—).Ainsi, S= {ln(—)}.
2 2 2

2. e 1=0ve ! =e’o —x+1=0« x=1.Ainsi, S={1}.

3. e¥*=4©2x=In4 & x=In(2). Ainsi, S = {In(2)}.

4. 2e*-1)(e*+5)=0<2e*-1=00ue*+5=0
2e*-1=0ox= ln(%) = —In(2). Léquation e* = —5 n’a pas de solution car pour tout x réel, e* > 0.
S={-1n(2)}.

Exercice 2.

Résoudre les inéquations suivantes dans R.
1. In(x) < 3.
2. 2In(x) +200 > 0.
3. 1-2In(x) = 0.
4. 2In(x)—-4In(3) <0.

inéquations simples

Exercice 2.

1. Linéquation est définie sur ]0 ; +oo[. In(x) <3 < x < €%. Donc, S =]0; €3[.
2. Linéquation est définie sur ]0 ; +ool.

2In(x) +200 >0 < In(x) > —100 < x > ¢ 1%. Donc, S =]e™1%; +o0.
3. Linéquation est définie sur ]0 ; +ool.

1-2In(x) =0 < In(x) < % < x<+y/e.Donc, S=]0;/el.

4. L'inéquation est définie sur ]0 ; +ool.
2In(x) —4In(3) <0 In(x) <2In@3) © x < 9. Donc, S=]0;9].

Exercice 3.

1. Résoudre dans R les équations suivantes.
1. -5e*-10=0
2. 7-e72=0
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3. e 3% =-8
4. e*(e*-9) =0
5. e +3e*=0
équations simples

Exercice 3.

1. —5¢*-10=0 < ¢* = -2, I'équation e* = —2 n’a pas de solution car pour tout x réel, e* > 0. Ainsi,
S=0.

2. 7-e2=00 e 2=705x-2=In(7)

In(7) +2
X=—"-:
5
oo JIn@+2
Ainsi, S = {T}
3. Léquation e~3* = —8 n’a pas de solution car pour tout x réel, e* > 0. Ainsi, S = @.

4. e¥(e*-9) =0 e*-9=00ue* =0, or'équation ¢* = 0 n'a pas de solution car pour tout x réel,
e¥>0.¢ -9=0¢e*=9 o x=1n(9). Ainsi, S = {In(9)}.

5. e +3e =0 e*(e*+3) =0« e* =0 ou e’ = -3. Or pour tout réel x, e* >0, donc S = &.

Exercice 4.

Déterminer les ensembles de définition des fonctions suivantes, définies par :
a. f(x)=InBx-7)
b. g(x) =In(—x*+4x-3)
c. h(x)=In(x)-3In2-x)
ensemble de définition

Exercice 4.

7 7
a. 3x-7>0 x> g.Donch =]§;+oo[.

b. —x*+4x-3>0,A=4etx; =1etx, =3.
Donch:]1;3[.

x>0 x>0
C. = .Donch =]0;2[.
2—x>0 x<2

Exercice 5.

Résoudre dans R les équations suivantes.
1. In(x)=3
2. In(x) =-7
3. 2In(x)—-1=0
4. (In(x) +5)4In(x)-5)=0
5. (In(x)?=9

équations simples

Exercice 5.

1. In(x) =3 < x = €3. Ainsi, S = {€%}.

2. In(x) =-7o x=e 7. Ainsi, S={e” "}
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3. 2In(x) —-1=0< x=+/e. Ainsi, S = {\/e}.
4. (In(x)+5)4In(x)-5)=0<In(x)+5=00u
4ln(x)-5=0e x=e % ou x = ei. Ainsi, S = {e~5; e}

3

5. (In(x))2=9<In(x) =3ouln(x)=-3 < x=e%oux=e 3. Ainsi, S= {e73;e%}.

Exercice 6.

Simplifier les expressions suivantes :

. a=In(e*)+3In(e™").

[a—

2. b=e*"%-1In((e)?).
3. c=In(e73) xIn(e?).
4. d=20In(y/e)—e33.
regles de calculs
Exercice 6.
1. a=In(e*) +3ln(e ) =4-3=1.
2. b=¢e*%—1In((e%)?)=25-10=15.
3. c=In(e™3) xIn(e®) = -3 x3=-9.
4. d=20In(ye)—e3"3 =10-27=-17.
Exercice 7.
Déterminer la valeur exacte du nombre réel :
1 2 3 49
A:ln(—) +ln(—) +ln(—) +---+ln(—).
2 3 4 50
regles de calculs
Exercice 7.
A=In(1)-1n2) +In2) —In(3) +... +In(49) —In(50)
= —1In(50).
Exercice 8.
Soit f la fonction définie, pour tout réel x, par
f)=In(1+e™¥).
Démontrer que, pour tout réel x :
f(x)=-x+In(1+¢€%).
regles de calculs
Exercice 8.
1 Y +1
fxX)=In(1+e ™) = ln(l + ;) =In ¢ = )
=Iln(e*+1)—In(e’) =In(e*+1) — x.
Exercice 9.

1. Démontrer que pour toutréel x >—-1,ona:

2In(x+1) = ln(x2 +2x+1).
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2. Démontrer que, pour tout réel x, on a:

In(1+ e_zx) =—-2x+In(1+ ezx).

regles de calculs

Exercice 9.

1. Pourtoutx>-1,ona:
2In(x+1) =In((x+ 1)2) =In(x®+2x+1).

2. Pour toutréel x,ona:

2x 41
In1+e %) =In ¢ )

er

L =1
1+% =1n

=In(e** +1) —In(e**) = In(e** + 1) - 2x.

Exercice 10.
Pour chaque question, déterminer la seule réponse exacte parmi les trois proposées.

1. Soit x un nombre réel strictement positif. In(2x + 4) —In(2x) est égal a:

2
a. ln(1+ —)
X

In2x+4)
In(2x)
c. 2In(2)

ex
2. Pour tout réel x, In (?) —In(e*3) est égal a:

a. —3-In(2)
b. 3—-In(2)
c. —3+1In(2)

regles de calculs

Exercice 10.

1. Réponse a.

2. Réponse b.

Exercice 11.

Simplifier les nombres suivants pour les écrire en fonction de In(3) uniquement.
1. a=1n(9).

2. b= ln(l).
3
3. c=In(3V3).
4. d =1n(36) —2In(2).
regles de calculs

Exercice 11.

1. a=1n(9) =In(3?%) =2In(3).
2. b= ln(%) = —1In(3).

3. c=In(3v3)=In(3) + %m(s) = gln(?)).
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4. d =In(36) -2In(2) = ln(%) =1n(9) = 2In(3).

Exercice 12.

Simplifier les nombres suivants pour les écrire en fonction de In(2) et In(5) uniquement.

[

1
. a-ln(lO)—ln(Z).

[\

. b=1n(0,05).

. c=In|—|.
2

. d=2In(e%) +In(e™).

w

S

regles de calculs

Exercice 12.

1. a=In(10) - ln(i) =1n(2) +1In(5) + 21n(2)
=3In(2) + In(5).
2. b=1n(0,05) =1In(5 x 10_2) =In(5)-2In2) - 2In(5)

=-21In(2) —In(5).

AT
3. c—ln(7 —zln(S)—ln(Z).
4. d=2In(e%) +Inde™ ) =2In(G) +4+2In2) -1

=2In(2) +2In(5) + 3.

Exercice 13.
Résoudre dans R les inéquations suivantes.
1. (¢*-3)In(x+1)<0.
2. In(e*-2) <0.
3. In(-x2+4x+5)<In(x+1).

inéquations

Exercice 13.

1. x+1>0< x> —1.0n en déduit que '’équation est définie sur 'intervalle ] — 1; +ool.
e*—3>0e x>In3)etln(x+1)>0< x>0.

X -1 0 In(3) +00
e*-3 - - 0 +
In(x+1) - 0 + +
produit -+ 0 - 0 +

Donc S =]0;1n(3)].

2. ¢¥-2>0< x>In(2). On en déduit que I'équation est définie sur I'intervalle ] In(2); +ool.
In(e*-2)<0ee*-2<1o <3< x<In(3).
Donc S =]1In(2);In(3)[.
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—x2+4x+5>0 - —1<x<5
x+1>0 x>-1

On en déduit que I’équation est définie sur 'intervalle ] — 1;5][. In(-x2+4x+5) <In(x+1) © —x%+

3x+4<0

< —(x—-4)(x+1)<0.

Donc S =]4;5].

Exercice 14.
Résoudre dans R les inéquations suivantes.
1. 2(In(x))? < 5In(x).
2. xIn(x—-2)<0.
3. (In(x)-1D(3-Inx)=0.

inéquations

Exercice 14.

1. Linéquation est définie sur 'intervalle ]0; +ool.
2(In(x))? < 5In(x) « In(x)[2In(x) — 5] < 0.

5
Or,ln(x)>0©x>1et21n(x)—5>0©ln(x)>5

[\Sl[e)

S x> e2.

x 0 1 e +00
In(x) - 0 + 0
2In(x)-5 - 0 - 0
produit -+ 0 - 0

Donc S = [l;e%].

2. x—2>0 ¢ x> 2.0n en déduit que I'inéquation est définie sur 'intervalle ]2; +oo[. Ainsi, pour

x> 2, xIn(x —2) est du signe de In(x —2). Or In(x —2) <0 < x < 3. Donc S =]2;3[.

3. Linéquation est définie sur I'intervalle ]0; +oo].

Inx)-1>0eox>ceet3-In(x) >0 ln(x) <3< x<e’.

3

X 0 e e3 +00
In(x) -1 - 0 + 0
3-In(x) + 0 + 0
produit - 0 + 0

Donc S = [e; €%].

Exercice 15.

Déterminer la limite en a des fonctions f et g suivantes définies sur ]0; +oo].

1. f(x)=2(In(x))* +3In(x) + 1, avec a = +oo.

2. g(x)= —(ln(x))2 +1In(x), avec a = 0.
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limites simples

Exercice 15.

1. f(x)=2(n(x))?+3In(x)+1

lim In(x) = +ooet lim X?=+oo.
x—+00 X—+o00

Par composée, lim 2(In(x))? = +oo.
X—+00
De plus, lim 3In(x)+1 = +oo.
X—+00

Donc, par somme, lim f(x) = +oo.
X—+00
2. limIn(x) = —ooet lim X?= +oo.
x—0 X——00

Par composée, lin(l) (In(x))? = +oo et par produit,
x—>

lim —(In(x))? = —o00. De plus, lim In(x) = —co, par somme lim g(x) = —oo.
x—0 x—0 x—0

Exercice 16.
Déterminer la limite en a des fonctions f et g suivantes définies sur ]0; +ocol.

1. f(x)=(e*-1)(2-1In(x)), avec a = +oo.

In(x)-1
2. gx)= T, avec a=0.

limites simples

Exercice 16.

1. lim e*—1=+ooet lim (2-In(x)) = —oco. Par produit, lim f(x)= —oo.
X—+00 X—+00 X—+00

1
2. limIn(x) —1=-oco etlim (—) = +o00.
x—0 x—=0\ x

x>0

Par produit, lirr(l) g(x) = —o0.
X—

Exercice 17.
Déterminer les limites des fonctions f et g suivantes aux bornes de leur ensemble de définition E.
1. f(x)=In(2x-6) et E=]3;+00[
2. glx)=In(e*+3)etE=R

limites simples

Exercice 17.

1. lim 2x-6=+occet lim In(X)=+oco.
X—+00o X—+o00

Par composée, xliIP In(2x —6) = +o0.
—1+00

lim2x-6=0et lim In(X) = —c0.

x—3 X—0

x>3

Par composée, lirré In(2x —6) = —o0.
X—

2. lim e*+3=+oc0et lim In(X) = +oo.
X—+00 X—+00
Par composée, lim In(e” +3) = +oo.
X—+00
lim e*+3=3et limIn(X) =1n(3).
X——00 X—3

Par composée, xlim In(e* +3) =In(3).
——00

Exercice 18.

Résoudre les équations suivantes apres avoir déterminé sur quel ensemble on peut les résoudre.
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1. In(x) =ln(x+2)
2. In(—x+3)=In(Bx+5)
3. In2x%+4) =In(-5x+1)

équations

Exercice 18.

x>0 x>0
1. <
x+2>0 x>-2

L'équation est donc définie sur ]0; +oo[. In(x) = In(x +2) © x = x+2 < 0 = 2. Impossible, donc

S=2.
~x+3>0 x<3
2. R 5
3x+5>0 x>—§

5
Léquation est donc définie sur ] — §; 31.
1
In(—x+3)=InBx+5)©© —x+3=3x+box= ~5

1 1
=3 est bien dans I’ensemble de définition, donc, S = {—5 }

1
3. PourtoutxeR,2x2+4>0et—5x+1>O©x<g.

1
L'équation est donc définie sur | — oo; = [

In2x2+4)=In(-5x+1) ©2x2+4=-5x+1

o 2x°>+5x+3=0.
3 3
A=1,x31=-1,x=—-=.Donc, S=<{——;—-1¢.
2 2

Exercice 19.

Résoudre les équations suivantes apres avoir déterminé sur quel ensemble on peut les résoudre.
1. In(x%) =In(x) +In(6)
2. In(x+1)+In(x—4) =In(5)
3. 2In(x) =In(5x-3)

équations

Exercice 19.
1. L'équation est définie sur ]0; +ool.
In(x?) = In(x) +In(6) © In(x?) =In(6x) © x2=6x < x(x—6) =0 < x =0 0u x = 6. Donc S = {6}.
2. L'équation est définie sur ]4; +ool.
In(x+1)+In(x—4) =In(G) @ In((x+ 1)(x —4)) =1In(5)
< (x+1)(x—4)=5

o x*-3x-9=0.

3-3v5 3+3v5 3+3v5
5 5 .Donc, S= .

A:45,X1:

y X2 = 2
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3
3. 5x—3>0<»x>g.

) . i 3
Donc, I'’équation est définie sur ] 5; +00.

2In(x) =In(5x-3) ©In(x?) =In(5x-3) © x> —5x+3 =0.

5+v13 5-v13
A:13,X1: , Xo = .
2 2
5—-v13 5++13
Donc, S = 2 ; 5 .

Exercice 20.

Résoudre les équations suivantes apres avoir déterminé sur quel ensemble on peut les résoudre.
1. In((x—3)(2x+1)) =In(4)
2. In(x-3)+In(2x+1) =3In(2)
équations

Exercice 20.

1. Le trindome (x —3)(2x + 1) a le signe de a = 2 donc est positif a I'extérieur des racines donc I'en-
semble de définition de I’équation est | — oo; -3 [U]3; +o0l.
In[(x-3)2x+1)] =In(4) < 2x*-5x—-7=0.

7 7
A=81,x1=-1,x=—=.Dong, S = {—1;—}.
2 2

2. L'équation est définie sur ]3; +ool.
In(x-3) +In(2x +1) =2In(2) & 2x* - 5x -7 =0.

7
—1¢]3;+o00[ dong, S = {5}

Exercice 21.

Résoudre les inéquations suivantes apres avoir déterminé sur quel ensemble on peut les résoudre.
1. In3x-4)<0
2. In(-x+3)=1
3. In(—x+1) <In(x)
4. In(3+2x) <In(x—3)

équations

Exercice 21.
e . PP 4
1. Linéquation est définie sur | 5; +00].

5 45
InBx—-4)<0o3x-4<loex< g.Donc,S:]g;g[.

2. L'inéquation est définie sur | — oo; 3[.

In(~x+3)=1e —-x+3=e<w x<-e+3.Donc, S=]—oco;—e+3].
3. Linéquation est définie sur ]0; 1[.
1
In—x+1)<lhx)e-x+1<xox= >

1
Donc, S=1[—;1].
2
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3
3+2x>0 x> ——
4, < 2

Linéquation est définie sur |3; +oo].
In3+2x)<In(x—-3)©3+2x<x—-3© x<-—6.
Donc S=@.

Exercice 22.

Résoudre dans R les équations suivantes en posant X =In(x) ou X = e*.
1. (In(x))*-2In(x) -3 =0.

2. 4(In(x))% - ln(%) -3=0.

3. 4e2¥+7e5-2=0.

équations

Exercice 22.

1. L'équation est définie sur ]0; +oo[. En posant X =In(x), on a X €] —oo; +0ol et '’équation devient :
X?-2X-3=0.A=16>0, X; =3 et X, =—1(In(x))> - 2(n(x)) —3=0<In(x) =3 ouln(x) = -1
sx=eoux=el.
Donc S = {e”};é%}.
2. Léquation est définie sur ]0; +ool.
1
4(In(x))? - ln(—) —3=4(n(x))? +In(x) - 3.
X
En posant X =In(x), on a X €] —oo; +oo[ et 'équation devient :

3
4X2+X—3:0.A:49>0,X1:—1etX2:Z.

4(In(x))? - (ln(i)) —3=0eIn(x)=-1ouln(x) = Z

=W

ox=eloux=ei.
-1. .2
Donc S ={e *;e4}.
3. L'équation est définie sur ] —oo; +ool[. En posant X = e*, on a X €]0; +oo[ et I'’équation devient :
1
4X?>+7X-2=0.A=81>0,X; = Z et Xp = —2.

Or e* > 0 pour tout x €] —o0o; +oo[. Donc S = {—In(4)}.

Exercice 23.
Résoudre dans R les équations suivantes.
1. In(—x) =In(x*>-1).
2. In2-e"—-In2e*-1)=0.
3. In(4) +In(x—-1) =2In(x).
équations

Exercice 23.

x*-1>0 x*>1 x<-loux>1
o 22N
-x>0 x<0 x<0
On en déduit que I'’équation est définie sur I'intervalle | —oo; —1].
In(=x)=In(x2-1) o x2+x-1=0.
-1-v5 -1+5 -1-v5
= — Donc S=4 —— ;.

A=5 x1=——, x
! 2 2 2
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X
2. { 2-e >0 o { x<In(2) On en déduit quel’équation est définie sur l'intervalle | -In(2); In(2)[.

2 —-1>0 x> —1In(2)
In2-e¥)-1nRe*-1)=02-e"*=2e¥-1ve'=1

< x=0.
Donc S = {0}.
3. { x-1>0 & { x>1 . On en déduit que I'’équation est définie sur I'intervalle ] 1; +ool.
x>0 x>0
In(4) +In(x—1) =2In(x) © In(4(x - 1)) = In(x?)

ox’—4x+4=0o (x-2°=0ox=2.

Donc S = {2}.

Exercice 24.
Résoudre dans R les équations suivantes.
1. (2x*+3x-6)In(1—x)=0.
2. In(e*-1)+In(e*+1) =1+1n(2).
3. In(x+1) —In(x) = 2In(3).

équations

Exercice 24.

1. 1-x>0< x<1.Léquation est donc définie sur 'intervalle ] — oo; 1[.
2x*+3x—-6)In(1-x)=0<2x*+3x-6=00uln(l-x) =0

-3-v57

<@ X1 =
4

ou xp = _3+Tﬁ oux:O.DoncS:{_?’_T‘/ﬁ ;0}.

2. e*+1>0pourtout xeRete*—1>0< e*>1 < x>0.Léquation est donc définie sur I'intervalle
10; +o0l.
In(e*—1)+In(e*+1) =1+1In(2) © In((e* — 1) (e* + 1)) =In(2e)

_InRe+1)

s @ -1)(e“+1)=2e e —1=2¢ox 5

Donc S = {MT”D}

+1> >-1
3.17% 0 1" . On en déduit que I'équation est définie sur I'intervalle ]0; +ool.
x>0 x>0
x+1 2
In(x+1)-In(x) =2In(3) © In| —— | =In(39)
X
x+1 1 1
o—=9ox+1=9x<9x=—-.DoncS=1—-7,.
X 8 8
Exercice 25.
Soit f la fonction définie sur ]0; +ool par
Fla) = In(x)
C2x+1

1. Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers 0.
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2. a. Vérifier que, pour toutréel x > 0:

b. En déduire la limite de f(x) lorsque x tend vers +oo.

3. Interpréter graphiquement les résultats précédents.
limites

Exercice 25.

1. limIn(x) = —ocoetlim2x+1 =1, par quotient lim f(x) = —oo.
x—0 x—0 x—07t

In(x) 1 In(x) In(x)
2 X 1|~ 1\ 2x+1 =/
24— X (2 + —)
X
. In(x) ) 1 1 - .
b. xgglw — - 0et xl—1>I-|]:loo 2+—1 =3 par produit xl—1>I-|l:loo f(x)=0.
X

3. La courbe représentative de la fonction f admet une asymptote verticale d’équation x = 0 et une
asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo.

Exercice 26.

Pour chacune des fonctions f suivantes définies sur 'ensemble E, étudier les limites de f aux bornes de
E, le sens de variation de f sur E et dresser son tableau de variation sur E.
1. f(x)=xIn(x) et E =]0; +o0l.
2. f(x)=x%In(x) et E =]0; +ool.
In(x)
2

3. f(x)=

et E =]0; +ool.
limites, variations

Exercice 26.

1. imxln(x)=0et lim xIln(x) = +oo.
x—0 X—+00

1 1
f'(x) =In(x)+1.Or, In(x) +1 > 0 & x > —. La fonction f est décroissante sur ]0; —] et croissante sur
e e

1
[—; +o0ol.
e
1
X 0 - +00
e
f(x) - 0 +
0 +00
fx) \ 1 _—
e

2. lim x’In(x) =0 et lim x*In(x) = +oo.
x—0 X—+00

f(x) = 2xIn(x) + x? x i =2xIn(x) + x = x2In(x) + 1).
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Or, x>0 donc f'(x) ale signede 2In(x) +1:

1 1
2In(x)+1=0<In(x) = ) o x = 7 On en déduit le tableau de signes de f’(x) et le tableau de
e

variation de f.

x| o % +oo
' - 0 -
0 +00
fx) \ 1 /
2e

In(x)
2

1
3. lim — = +oo et lim In(x) = —oo, par produit lim -
oo X 0 0

In(x) _o.

Par croissances comparées, lim
x—+00  x2

1
Zxx2—In(x) x 2x

f/(x) — X

1= 2In(x)
x* - x8
Pour x >0, x> > 0 donc le signe de f’(x) est celui de 1 —2In(x). Pour x >0,
1
fl(x)>0e1-2In(x) >0 < In(x) < 5 o x<eld

et f'(x) =0 x= e%°. Ainsi f est strictement croissante sur ]0; %] et f est strictement décrois-
sante sur [e%°; +ool.

X 0 30'5 +00
f(X) / 2e \
—00 0
Exercice 27.

Pour chacune des fonctions f suivantes définies sur 'ensemble E, étudier les limites de f aux bornes de
E, le sens de variation de f sur E et dresser son tableau de variation sur E.

1. f(x)=

N et £=]0;1[U]l;+o0l.

2. f(x) = (n(x))? —1In(x) -2 et E =]0; +ool.

limites, variations

Exercice 27.

1. lim x =0 et limIn(x) = —oo, par quotient lim =0.
x—0 x—0 x—01In(x)
limx=1; lin} In(x) =0, et pour x < 1, In(x) < 0 donc
X—

x—1
X

lim = —o0, alors par produit lim —— = —co

*=1 In(x) 1 In(x)

lirri x=1; lin% In(x) =0, et pour x > 1, In(x) > 0 donc
X— X—

. - X
lim = +o00, alors par produit lim —— = +oco

x~1 In(x) ~1n(x)

In(x) :
lim —— =0etpour x>1,In(x) >0donc lim =400
Xx—+0c0 X X—+00 ln(x)
EXERCICES
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In(x)-1

fl(x) = ———.(n(x)?>>0etln(x) —1>0 < x>e.
(In(x))?
La fonction f est strictement décroissante sur ]0 ;1[ et sur ]1 ;e[ et strictement croissante sur
[e;+o0ol.
X 0 1 e +00
f(x) - - 0 +
0 +00 +00
fx) T T~
—00 e

2. lim(In(x))? = +oo et lim —In(x) = +o0, par somme lim f(x) = +oo.
x—0 x—0 x—0

hm (In(x))? = +oo, hm

Orx>0et2In(x)—

B 2_1_2)
ﬂMJMW(Imm In(x)2)

1
tooo In(x) (In(x))?

f'(x) — %ln(x) _ 1 — w
X X

X

=1 par produit _lim f(x)=

+00.

1>0 < x> +/e. Lafonction f est donc strictement décroissante sur ]0 ; v/e] et
strictement croissante sur [y/e ; +ool.

X 0 Ve +00
fx - 0 +
0 +00
fx) T Y —
4
Exercice 28.

Les fonctions suivantes sont définies sur ]0; +oo[. Déterminer leurs limites en 0 et en +oo.
1. f:x—x—4In(x)

2. g:x— (3-x)n(x)
In(x)+1

3. h:x—

2x+3

1
4, k:x— n(x)
ex

limites

Exercice 28.

1. imx=0etlim—-4In(x) = +oo.
x—0 x—0

Par somme, lirr(l) f(x) = +o0.
x—>

ln(x))
1-4——
fx) = ( e
| In
lim E—Odonc lim 1-4 ) =1let lim x=+oo, donc par produit, hm f(x)
X—+00 X X—+00 X X— 400

2. lim3-x=3et hm In(x) = —oo donc par produit, hn}) g(x) = —oo0.
X—

x—0

lim 3—x=-00 et hm In(x) = +oco donc par produit, xHIP glx)=
—+00

X—+00

—0Q.

+00.
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Im% In(x)+1=-oc0et 11n% 2x+ 3 =3 et donc par quotient, 11m h(x) = —oo0.
X—

In(x) 1

h(x) = x—gx

2+ =
X

In(x)

. .1 3
lim =0, lim —=0et lim 2 + — =2 donc par quotient, hm h(x)=0.
X—+00 X X—+00 X X—+00

4. limIn(x) = —oco et lim e¢* = 1 donc par quotlent, lim k(x) = —o0.
x—0 x—0 x—0

In(x) In(x) x
_ = — X —,
eX X eX
X

e X
lim — =+4ocodonc parinverse, lim — =0.
xX—+o00 x x—+oo gX
In(x)
=0.

De plus, lim
X—+oo X

In(x) x
Par produit, lim ™) x — =0.Donc, lim k(x)=
Xx—+oo X eX X—+00

Exercice 29.

Soit f la fonction définie sur I'intervalle | — 2; 2[ par

2+Xx

fl0)= ln(ﬂ)

et ¢ sa courbe représentative dans un repere orthogonal.
1. Justifier que f est définie sur]—2;2].
2. Montrer que la fonction f est une fonction impaire. Interpréter graphiquement ce résultat.
3. Démontrer que la courbe % admet deux asymptotes verticales que I'on précisera.
4. Etudier le sens de variation de la fonction f, puis dresser son tableau de variation.

ensemble de définition, limites, variations

Exercice 29.

2+x 2—-x )
1. Leréel f(x) existe si et seulement si est stric- tement positif, or le quotient Tix ale signe du
- X

X
trindome (2 — x)(2 + x) pour x # —2. Il est donc du signe de —a = 1, soit strictement positif entre les
racines —2 et 2. La fonction f est définie sur | —2;2].

2. Soit x €] —2;2[, alors —x €] - 2;2][, et
2—-x 24+ x)\71 2+x
-x)=In[—|=In[| — =-In =—f(x).
=022 (222
La fonction f est donc impaire. Donc sa courbe représentative est symétrique par rapport a l’ori-
gine du repere.

2+Xx
3. lim —— =0, et hm In(X) =
x—-22—X

Par composée hm2 f (x) = —o0.
X

La droite d’équation x = —2 est asymptote verticale a la courbe €.

2+x
hm— =+4oo,et lim In(X) = +oco.
x—22—X X—+o00

Par composée lirr% f(x) = +oo.
X—

La droite d’équation x = 2 est asymptote verticale a la courbe €.
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2-x+2+x) 2-x B

4. f'(x) = X = > 0 sur ] —2;2[. On en déduit que la fonction f est
(2—-x)2 24x (2-x)Q2+x
strictement crois- sante sur | — 2;2[.
X -2 2
(%) +
+00

f(x) _—

—00

Exercice 30.

Résoudre dans R les équations suivantes.
1. In(x) = -5.

—6In(x)+3=0.

In(x)(2In(x) - 7) = 0.

(In(x))? —In(x) = 0.

(In(x))® - 2(In(x))? = 0.

gk W

équations

Exercice 30.

1. In(x) = —-5< x=e°. Ainsi, S = {e7°}.
1
2. -6ln(x)+3=0<1In(x) = > < x=4/e. Ainsi, S = {y/e}.
3. In(x)2Inx)-7)=0<In(x)=0ou22ln(x)-7=0 x=1oux= e%.Ainsi, S={1 ;e%}.

4. (In(x)?-In(x) =0 In(x)(nx)—1) < In(x) =0ouln(x) -1 =0< x=10u x = e. Ainsi, S={1 ; e}.

5. (In(x))® = 2(n(x)? =0 < (In(x)%(In(x)-2) @ In(x) =0 ouln(x) =2 =0 < x =1 ou x = ¢2. Ainsi,
S={1;é%.

Exercice 31.

Soit f la fonction définie sur |3 ;+oo[ par
fxX)=In2x-1)—x+1.
. . o 1
1. Déterminer la limite de f(x) en 7

1
2. Montrer que, pour tout réel x > >

f(x):ln(x)—x+1+ln(2—%).

En déduire la limite de f(x) en +oo.
3. Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet deux solutions distinctes a et § (a < B).
4. Donner la valeur exacte de a et un encadrement de f d’amplitude 1072,

limites, variations, TVI

Exercice 31.

1. lim2x—-1=0et limIn(X) = —co.
x—1 X—0

Par composée, lin} f(x) = —o0.
x—»i
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2. ln(x)+ln(2—l)—x+l:ln(x(Z—l))—x+1
X X

=ln@2x-1)-x+1=f(x).

In(x)

f(x):x(——1)+1+ln(2—l).

X X
lim lnﬂ:Oet lim (ln(x)—l):—l.

x—+oo X x—+00 X

In(x)

Par produit, lirP x( - 1) = —00.
X—

X

1 1
Deplus, lim 2—-—=2,donc lim ln(Z - —) =In(2).
X—+00 X—+00 X

X
Par somme, lim f(x)=—o0.
X—+00
, 2 -2x+3 3
3. flf(x)=——-1= .Ona-2x+3>0e x<—.
2x—-1 2x—1 2
3
X - — +00
2 2
f'(x) + 0 -
1
Fx) @)=y
X / \
—00 —00

13 3
Surl'intervalle | X 5], la fonction f est continue et strictement croissante. lin} f(x)=—-occetf (5) =
=3

1
In(2) - 3 >0, donc
1
0 €] —o0;In(2) - 5], alors d’apreés le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un

13
unique réel a appartenant a l'intervalle ]E; E] tel que f(a) =0.
3 3 1
Sur l'intervalle [E; +00l, la fonction f est continue et strictement décroissante. f (5) =1n(2)- 2 >0
et lim f(x)=-o0
X—+00
1
donc 0 €] —o0;In(2) — -], alors d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe

un unique réel § appartenant a I'intervalle...
A FINIR

Exercice 32.
Déterminer la limite, lorsque x tend vers a, des fonctions définies par les expressions suivantes.

1. f(x)=In(e*—-x)eta=+oo.

2. gx) = ln(\/f—?)) et a=+oo
3. hix) = In(1+x) fa=0
X
4. l(x) :ln(l—+2x)eta:0.
limites
Exercice 32.
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ex
1. f(x):ln(x(——l))
X
e* e*
lim — =400, lim ——-1=+4oo0et lim x=-+oo.

X—+00 X X—+00 X X—+00

X

e
Par produit, lim x (— -1
X—+00

= +o00. De plus, hm In(X) = +o00. Donc, par composée, xEI}l flx) =

X X—+00
+o00.
1 Inx-3) 1 In(x-3) x-3
2. gX)=—-x——=—x X .

2 X 2 x—3 X
. . In(X )
lim x—-3=+4+0c0et lim =0 donc, par composée,

X—+00 X—+00
In(x-3) 3

1im
x—+00 x—3

3
De plus, hm x——l donc par produit, llm g(x)

In(1+ In(1+ x) —In(1

3. lim n{l +x) =lim n{l +x) ~Inl) =In'(1). Or, In’(x) = —, doncIn’(1) =1 et lim h(x) = 1.

x—0 X x—0 X X x—0

In(1+2x) . . In(1+X)
4. [(x)=2x —— orlimy_p2x=0et lim ——— =0
2Xx X—0 X
In(1+2
donc par composée lim n+2v =letliml(x) =
x—0 2X x—0
Exercice 33.

On consideére la fonction f, définie sur ]0; +ool par :
f(x) =3x-3xIn(x).
On note % sa courbe représentative dans un repére orthonormé et .7 la tangente a la courbe 4" au point
d’abscisse 1.
— Quelle est la position relative de € et .7 2

dérivées

Exercice 33.

La fonction f est deux fois dérivable sur ]0 ; +ool.
1

Pour tout x >0, f'(x) =3-3In(x) —3x x — = -3In(x) et f"'(x) = ——
X

Pour tout réel x €]0 ; +oo[, f(x) <0, f’ est donc strictement décroissante sur ]0 ; +oo[. On en déduit que
f est concave sur ]0; +oo[. La courbe €6 est en dessous de toutes ses tangentes sur |0 ; +oo[, en particulier
elle est en dessous de la tangente J au point d’abscisse 1.

Exercice 34.

Soient f la fonction définie sur ]0; +oo[ par :

1+In(x)
f=—=7

et ¢ sa courbe représentative dans un repere orthonormé.

1. a. Calculerlalimite de f en 0. En donner une interprétation graphique.
b. Déterminer la limite de f en +oo. En donner une interprétation graphique.

2. a. Montrer que, pour tout x >0:
—-1-2In(x)
fey —
flx)= 3 .
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. En déduire les variations de f sur ]0; +ool.

3. a. Montrer que la courbe ¥ admet un unique point d’intersection avec I’axe des abscisses, dont
on précisera les coordonnées.
. En déduire le signe de f(x) sur ]0; +ool.
limites, variations
Exercice 34.
1. a. limIn(x) = —oo, donc lim(1 +In(x)) = —oco
x—0 x—0
1
et lim — = +00o, par produit lim f(x) = —oo, x> 0.
x—0Xx x—0
La droite d’équation x = 0 est asymptote verticale a la courbe représentative de f.
In(x 1
lim () =0et lim — =0donc, par somme,
x—+oo  x2 X—+00 x2
1+In(x
X—+00 X
La droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a la courbe représentative de f en +oo.
2. . Pour tout x >0,
. yxX=2x(+In(x)  —x-2xIn(x)  —1-2In(x)
[x)= = = = =
. x2>0sur]0;+oo[, donc f'(x) est du signe de —1—21In(x) sur]0; +oo[. Or, -1 -2In(x) >0 <
1
In(x) < -3 = x<e?et
1y 1-3 e
f(e 2) = ( _l)Z = 5
e 2
On en déduit le tableau de variation de f sur |0 ; +ool.
0 1
X — +00
Ve
f'(x) + 0 -
e
—00 0
3. a f(x)=0<=1+In(x)=0< Inx)=-1 < x=e L,
La courbe % coupe donc I'axe des abscisses en un unique point de coordonnées (e™*;0).
. D’apres le tableau de variation de la fonction f et la question précédente, on en déduit que
f(x) <0 surl'intervalle ]0;e![ et f(x) >0 sur 'intervalle Je™! ; +ool.
Exercice 35.

Soit f la fonction définie sur [1;+oo] par:

In(x)

flx)=x-

x2

et soit 4" sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
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1. Soit g la fonction définie sur [1;+oo] par:
g(x) = x* =1 +In(x).

Montrer que la fonction g est positive sur [1; +ool.

2. a. Montrer que, pour tout x € [1; +o0] :

o g
f (x) = ?
b. En déduire le sens de variation de f sur [1;+ool.

3. On note Z la droite d’équation y = x. Etudier la position relative de la courbe ¢’ par rapport a la
droite Z.

4. Pour tout entier naturel k = 2, on note My et Ni les points d’abscisses k de % et de Z.
a. Déterminer la limite de My N lorsque k tend vers +oo.

b. ALGO — Ecrire un algorithme en langage naturel permettant de déterminer le plus petit en-
tier ko = 2 tel que la distance My, Ny, soit inférieure ou égale a 1072.

variations

Exercice 35.

1
1. Pourtoutx=>1, g'(x) =2x+—etona g’(x) > (0 pour tout x = 1, la fonction g est donc strictement
X
croissante sur [1 ; +ool. De plus g(1) = 0 donc la fonction g est positive sur [1 ; +ool.

2. a. Pourtoutx=1,

x2 x2

lxx—ln(x))_l (1—ln(x))_x2—1+ln(x)_g(x)
e B Ee el B =222

f’(x):l—(x e

b. x? > 0 sur [1 ;+oo], donc f'(x) est du signe de g(x) sur [1 ;+oo[. Or, d’apres la question 1.
g(x) =0 sur [1;+oo[. donc f'(x) =0 sur [1;+ool et f est croissante sur [1 ;+ool.

In(x In(x
3. Pour tout x = 1, f(x)—x = — ™) et — ) < 0 sur [1 ;+oo[. La courbe ¥ est donc située en

X
dessous de la droite & sur 'intervalle [1 ; +ool.

In(n) . In(n)
et lim =
n—+oo n

4. a. Pour tout entier naturel n supérieur ou égala 2, M, N, = |f(n)—n| = 0.

Lorsque n tend vers +oo la distance M,, N, tend donc vers 0.
b. K <- 2
Tant que 1n(K)/K > 0,01
K <- K+ 1
Afficher K

Exercice 36.

Ftude d’une fonction
Partie A. Etude d’une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par :

g(x) =x+2—-xIn(x).

1. Etudier les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.
2. Etudier les variations de g sur ]0; +oo[ et dresser son tableau de variation.

3. Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans l'intervalle ]0; +oo[. En dé-
duire le signe de g(x) sur ]0; +ool.
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Partie B. Etude d’une fonction f
Soit f la fonction définie sur ]0; +ool par:

et soit ¥ sa courbe représentative dans un repeére orthonormé.

1. Montrer que, pour tout x > 0,

1
En utilisant I'égalité g(a) = 0, prouver que f(a) = —.
a

Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Dresser le tableau de variation de f sur ]0; +ocol.

gk ® Db

Donner un encadrement de a d’amplitude 1072,

limites, variations, TVI

Exercice 36.
Partie A :

1. limx+2=2etlim xIn(x) = 0. Par différence, lim g(x) = 2.
x—0 x—0 x—0

2
gx) = x(l + T —ln(x)) .

2
Or, lim x=+4+occet lim [1+—— ln(x)) = —oo. Par produit, lim g(x)=—oo.
x—+ X—+00 X X—+00

2. Pour toutréel x >0, g'(x) = —In(x). —In(x) >0 < In(x) <0 < x<1.

g'(x) + 0 -

3
2 —00

3. Sur l'intervalle ]0 ;1], g est strictement croissante liII(l) g(x) = 2 donc I'équation g(x) = 0 n'admet
X—

pas de solution sur cet intervalle. Sur I'intervalle [1 ; +ool, la fonction g est continue et strictement
décroissante. g(1) =3 et xlir+n g(x) = —oo, 0 €] —00; 3], donc d’apres le cas particulier du théoreme
—1T00

des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel a appartenant a I'intervalle [1 ;+oo[ tel que

gla)=0.
X 0 a +00
gx) + 0 -
Partie B :
1. Pour toutréel x > 0,
Fx) = 22+ x) —In(x) _2+x-xIn(x)  gx)
O 2+x2 x4+ x?2 x(2+x?
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2. gla)=0 <= a+2-aln(a) =0 < a+2=aln(a), donc

Fla) = In(a) B In(a) B l

2+a aln(a) «

3. limln(x) = —oo, lir% 2+ x = 2. Par quotient, lir% f(x) = —o0.
X— X—

x—0
In(x) X
Jto= X 2+x
|
lim nto =0et lim x 1. Par produit, lim f(x)=0.
Xx—+o00 X x—+o0 2+ Xx X—+00
X 0 a +00
f'(x) + 0 -
1
f(X) / a \
4 —00 0

5. Ala calculatrice, on trouve 4,31 < a < 4,32.
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